UMA INTRODUCAO A PROBABILIDADE

e () = ESPACO AMOSTRAL — Conjunto de todos os possiveis resultados

Ex: Q= {cara, coroa}; Q=1{1,2,3,4,5,6}; Q={x eR;0<x< 1}

e EVENTOS: Qualquer subconjunto de € pertencente a uma classe de con-
juntos.

o é um evento elementar <« ¢ um ponto genérico de Q
Q) = evento certo; @ = evento impossivel

Associamos: resultados de experimentos <« eventos <« conjuntos
Seja A = conjunto de resultados x
B = conjunto de resultados y

“Ocorrexouy” «<-AouB «— AUB
“Ocorrexey” <+ AeB «— A(\B
“Nio ocorre x° <> nioA <« A ouA€

“x e y mutuamente exclusivos <+ ouAouB < A(NB=0
e Subconjuntos formam um CAMPO DE BOREL.
F = campo de Borel — Um campo ndo vazio ¥ satisfazendo
(i) SeA € Fentdio A€ F
(i) SeA,Be F entaioAUB € F
(i) Qe F
Propriedades de um campo (ou algebra ou anel) de Borel:
-0c ¥
—SeAeBe FentioANBe FeA—B=ANB‘c F

e Extensdo: 6-ALGEBRA DE BOREL

(i) SeA; € Fentdo A € F,i=1,2,...



INTRODUQAO A PROBABILIDADE

(i1 SeA; e F,i=1,2,...entdo |J;_1A; € F
(i) Qe F

PROBABILIDADE

e PROBABILIDADE: é qualquer func¢do real definida sobre a classe F de Bo-
rel, P: F — Rtal que paraA,B € ¥F :
(i) P(A) >0
(i) P(Q) =1
(iii) Se ANB = 0 entdo P(AUB) = P(A) + P(B)

Exs: Q = {cara, coroa}; par-impar; eventos elementares

e Propriedades:
1. P(0)=0
2. P(A)=1—-P(A)
3. P(AUB) =P(A)+P(B) — P(ANB)
4. Se A C Bentio P(A) < P(B)

Prova

e Espaco de Probabilidade (Q, F, P) (ou de experimentos):

Q) =espaco amostral, F =classe de eventos, P = funcdo probabilidade

PROBABILIDADE CONDICIONAL

e Seja B um evento tal que P(B) > 0, entdo para todo evento A
P(ANB)

P(B)
“¢ a probabilidade de A dado que B ocorreu”

P(-|B) é probabilidade ?

P(A|B) =




INTRODUQAO A PROBABILIDADE

e PROBABILIDADE TOTAL: Sejam A1,A»,...,A, eventos mutuamente exclu-
sivos com P(A;) > 0,talque BC A; +Ay+...+A, entdo

n
2: (BJA;)-
l:

Prova

e REGRA DE BAYES:

~§1 P(B !Ai) -P(A;)
INDEPENDENCIA

Dois eventos A e B sao INDEPENDENTES se
P(ANB)=P(A)-P(B)
e Trés eventos A, B, e C sdo independentes entre si se

P(ANB) =P(A)-P(B)

P(ANC) = P(A)-P(C)

P(BNC) = P(B)-P(C)
P(ANBNC) = P(A)-P(B)-P(C)

o)

Ex: independéncia 2 a 2 nao implica a independéncia entre 3 eventos

e Propriedades: Se A e B sdo independentes entio
- P(A|B) = P(A)
—A°e B¢, Ae B, A° e B sdo independentes

PROBABILIDADE CONJUNTA
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INTRODUQAO A PROBABILIDADE

Os elementos do espago amostral €2 podem apresentar atributos que permitem
a defini¢cdo de diferentes classes de Borel:

_A17A27 ... € g:l
—B1,By,... € 'hH
Ex: Joaquim, Pedro, Maria — € = atributos: idade, altura
A1 =5 anos B =180m

() € um conjunto de pares ordenados

e Probabilidade conjunta:
P(A,B) = P(ANB) = ocorrénciade A e de B

e Probabilidade marginal:

ParaA;+A>+...+4,=Q e B;+B,+...+B,,=Q

P(B)) = iP(Ai,Bj) = P(x,B))
P(Ai) = i P(Ai,Bj) = P(Ai,*)

P(A;,Bj) =1
1

m

N
Il

—_
~




INTRODUCAO A PROBABILIDADE

VARIAVEL ALEATORIA

E qualquer fungdo definida no espaco amostral Q, X : Q — R tal que
{oeQ, X(w) € (—o,x]} € F

isto é, X : Q — R é fun¢do MENSURAVEL

X (o)

Q R

Exs: dado, placa de metal

e se Q) é enumeravel entao a variavel aleatoria € DISCRETA, caso contrario é
CONTINUA.

Conjunto Enumerdvel — conjunto finito ou infinito, com uma correspon-
déncia biunivoca com 0s nimeros inteiros positivos.
FUNCAO DISTRIBUICAO DE PROBABILIDADE
A
Fx (x) = P({X (w) < x})

{X(0) <x} ={0e€ Q,X(w) € (—,x]} € F, ou seja, € um evento.

Ex: Varidvel aleatéria tempo de espera
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e Propriedades:

* Fx(—oo) =0
* Fx(—|—00) =1

* Sexp > x1, entdo Fx(xp) > Fx(x1) (fungdo monotdnica ndo decrescente)
Prova:

e FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE

Ex: distribui¢do uniforme

X
* Fx(x) = /px(y)dy uma vez que Fx(—o) =0
* px(x) > 0 pois Fx(x) ¢ monétona ndo decrescente

e Funcio Impulso de Dirac 9() :

+o0
/f(f)s(t—fo)dt:f(to) Vf(¢t) continua em 7.
Propriedades:

400
« [ r8)di = £
=

« / 8()dt = 1
’ 1, >0 )
* / O(s)ds=u(t) = ( funcdo degrau)
. 0, t<0
13 i é 1/
dtu(t) = (1)
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e Funcoes Distribui¢ao e Densidade para v. a. discreta

px(x) = iP{X = x;} - O(x —x;)

A = [ pxay=Y PX=x]- [ 80-x)dy

e Algumas Propriedades de Fy e py :

—0Q

P{X >x} =1 —Fyx(x) = /px(y)dy

X2

P{x; <X <x2} = Fx(x2) — Fx(x1) = /px(y)dy

X1

o0
[ px()dy=1=F(+) ~ F(~=)

P{x <X <x+Ax}
Ax

pPx ()C) - limAx—>0+

VARIAVEIS ALEATORIAS GAUSSIANAS

Z ~N(0,1) — ¢ v.a. normal 0-1

1>

VARIAVEIS ALEATORIAS BIDIMENSIONAIS
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INTRODUQAO A PROBABILIDADE

Ou, estudo de distribuicdes conjuntas
Fyy(x,y) £ PX <x,Y <y}
com{X <x,Y <y} ={X<x}n{y <y} ={oeQ: (X(m),Y(w)) € D},
onde D = (—oo,x]| X (—c0,y]

é azny(x,y)
PXY(X,)’) = W

* Propriedades:

— Fxy(—o0,y) =0
— ny(x, —00) 0
— Fyy (400, 400

=1

—

Prova:

* Distribui¢cdo Marginal:
Fxy (+e0,y) = Fy(y)
ny(x, +°°) = Fx (x)
pois {X <o, ¥ <y} ={¥ <y}

y x

FXy(x,y)://pr(x,y)dxdy

—00 — 00

* Mais Propriedades:

d
o px(x) = EFXY (x, +o0)

X oo

d
- dyd
dx/ /pxy(z,y) ydz

—00 —0O0

—+o0
o px(x) = / pxy(x,y)dy

Ex:
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VARIAVEIS ALEATORIAS BIDIMENSIONAIS INDEPENDENTES

Fxy(x,y) =P{X <x,Y <y} =P{X <x}-P{Y <y}

Assim,
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FUNCAO DE VARIAVEL ALEATORIA
e Y = f(X) e X v.a. conhecida.

— Suponha f(x) monotonica crescente (biunivoca)

y+Ay

e como px (x) Ax ~ py(y)
_ rx(x) . df(x)
pr(y) = A1) pois —_ —> 0
dx  le=f-1(y)
— Suponha agora d];(x) < 0 (monotdnica decrescente)
X
_ px(x)
dx lx=f1(y)

— Portanto, no caso geral de fun¢ao biunivoca:

. e e e . . A
Ex: Seja X uma v.a. com distribuicdo uniforme entre 0 e 1 e seja ¥ =

1
—- ln)—( com A > 0. Como determinar py e Fy ?

A
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INTRODUCAO A PROBABILIDADE

— Nocaso geral — dividimos o dominio em intervalos adequados onde
em cada um deles a funcdo seja biunivoca. Como resultado:

N
0= L rdits

dx

x=fi"'(y)

onde N € o nimero de regides R;, com

N
| JRi =Dominio e fi(x)=f(x), xR,
i=1
Ex: X ~ N(0,6%),Y = X? desejo py(y)
e Mesmo problema, agora com duas varidveis
u= ( 7y)
) puv (u,v) =?

— Supondo uma tranformacgao biunivoca:

Pxy (x,y)

u,v
J 9
x, y x:f(u,v)
y=g(u,»)

onde f e g sdo fungdes inversas de u e de v, e J € o Jacobiano:

puv(u,v) =

ou

J(u,v> = det gx
X,y ov

ox

det ‘3—;‘

ou

dy

B
dy
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Ex: Jogo de Dardos

1 x?
Px(x) = —o=—exp(~55)

ITEG V2 independentes
py(y) = 2nce P(—z—cz)

desejamos determinar pg g (7, 0)

Ex: Z=X+Y, X e Y independentes; pz(z) ?
Resultado: pz = px * py

12
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Ex: Generalizacao importante: soma de » v.a.’s independentes

15:¢ DX, +X
1 ! 1 PXi+X%+X3

-1/2 172 -1 1 -1.5 1.5

e Generalizagdo importantissima: TEOREMA DO LIMITE CENTRAL:

Zy = (X1 +Xo 4 —|—Xn) /+/n onde X; sdo v.a.’s independentes e identica-
mente distribuidas

Z = lim Z, é v.a. GAUSSIANA independente das v.a.’s X;

n—oo

MOMENTOS

Esperanca matematica ou média ou momento de 1a. ordem
A _
EX) 25 = | X(w)dP(w)
Q

:/:oxdFX(x)

o0
:/xpx(x) dx < +oo

Para isso X é necessariamente V.A. INTEGRAVEL:

0 oo
E[|X| = — / xdFy(x) + /O xdFy (x) < +o0
Ex: V.A. de Cauchy px(x) bl orém E[|X]|]
. V.AL X) = =, — oo,
Y px 1—|—X2 T p
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e Para VARIAVEIS ALETORIAS DISCRETAS:

px(x) = —io P{X :xk}-ﬁ(x—xk)
k= —oo

oo T
EX)= Y P{X:xk}~/x6(x—xk)dx
k=—co —o0

entao

E[X] = f xe-PIX = x)
k= —oo

Ex: Face de um dado
e Se px(x) for FUNCAO PAR, i.e. px(—x) = px(x); e E[X] < +oo, entdo
EX]=0

Ex: gaussiana N(u,c?)

e MEDIA DE UMA FUNCAO Y = f(X) < EI[Y]?

~+o0

EF(0] = [ 106) px(x)dx <+

Ex: X uniforme entre Oe 1;Y = % ln)l(

e Propriedade: ADITIVIDADE DA MEDIA

—+o0

ELAM)+ LX) = [ A1)+ (0] px ) dx

—0Q

= E[fi(X)] + E[/2(X)]

e MOMENTOS DE ORDEM k
—+o0
A
my 2 E[X4] = /xk - px(x)dx < +o0

—00

m; — média (Xouyu) mp — segundo momento
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e Momentos centrados de ordem k&
o0
A
o 2B~ = [ (=)} px(x)d

c1 =0, ¢ — variancia (6%), ¢ = desvio padrio

Gzzmz—mlzzmz—,uz

— Se px (x) for simétrica em torno de i : px(x —u) = px(—(x—u)) entdo

cr =0, Vk impar

o Ex: Suponha conhecidos apenas u e 62. Aproxime o valor de EX 3] em
torno de u.

o Ex: X ~ uniforme [0, 1]
o Ex: X ~ N(0,06?)

e Desigualdade de Markov X ~ v.a ndo negativa (px(x) =0, x < 0)
1
PX > o} < —

e Desigualdade de Tchebycheff

2

o
P{\X—,u|2£}§8—2 ;€>0
e Média para duas varidveis

—+o00 400

EFCY)] = [ [ £e) pxr(vy)drdy < +oo

—00 —O0

— Se X e Y sdo independentes:

E[X-Y]=E[X]-E[Y]

15
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CORRELACAO E COVARIANCIA
e COVARIANCIA: Comx=E[X]ey=E[Y]
A _ —
cov(X,Y) = E[(X —%) - (Y - )]
— varidveis ndo correlatas ou ndo correlacionadas < cov(X,Y)=0
cov(X,Y) = E[X-Y]—E[X]-E[Y]

- cov(X.X) = E[(X — ) (X — )] = E[(X — p)?] = 0%
— “Se X e Y sdo independentes = sdo nao correlatas”

— “Se X e Y sdo ndo correlatas, ndao implica que sejam independentes”
Excecdo: “Se X e Y sdo gaussianas ndo correlatas, entdo sdo v.a.’s
independentes”

— “Duas varidveis sdo ndo correlatas < E[X-Y]=E[X]|-E[Y]”
- G§(+Y = GX2—|-GY2—|-2 COV(X,Y)

2

- Ox4y° = ze — Gy2 se X e Y sao nao correlatas

e CORRELACAO: Ryy = E[X Y]

e COEFICIENTE DE CORRELAQAO Pxy

A cov(X,Y)
Pxy = —————

note que |pxy| < 1

Ex:Y=a-X+b
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FUNCAO CARACTERISTICA

A . .
() = Elexp(juX)] = [ exp(jux) px(x)dx
Jj=+v—1 e uparametro real

S
D(—u) = /exp(—jux) - px (x)dx

—0oQ

Transformada de Fourier de px(x)
Px(u) = F[px (x)] = ®(—u)
e Se X e Y sdo independentese Z =X +Y
Pz(u) = Px1y(u) = Px(u) - Py (u)

pz(z) = F ' [Px(u) - Pr(u)] = px(2) = py (2)

e |Px(u)| <1, existe para todo px(x)
k

(it
!

~+o0
o Px(u) = Elexp(—juX)] = Y, m-—
k=0

_ d*Px (u)
du* u=0

K
my- (—J)
Propriedade: E FUNCAO GERADORA DE MOMENTOS

Ex. Soma de duas v.a’s gaussianas @, (u) = exp(jux — yu°c?)

17
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DISTRIBUICAO E DENSIDADE CONDICIONAIS

Fx(x|A) 2 P{XP?AX)’ A} = P{X <x|A}

evento: {X <x,A}={weS:X(m) € (—oo,x]}N{we A}

A d A d
=—Fx(x), pxx|A)= EFX (x|A)

Tomando A = {X > a}:

P{X <x,X>a}

Fx(x|X >a) = PIX > a

e prrax<a = Fx(x[X>a)=0

® parax > a

Fx(x|X > a) _PlasX<x) —/xpx(y)dy/(l—/apx(y)dy>

P{X >a}

_ / px(y)dy / 7019)( (v)dy

Também

px(x)
Joo

/ px(y)dy

a

px(x|X >a) = ‘u(x—a)

18
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e ESPERANCA CONDICIONAL
—+o0
A
E[X|4] £ / x- px (x|A) dx

—00

—+o0
oo /x-pX(x)dx

EX|X >a]= /x~pX(x|X2a)dx: a+oo
o /pX(x)dx

e Condicional sobre um valor

— X V.A. DISCRETA: Fy(y|X = a) faz sentido pois
P{Y <y, X =a}
P{X =a}
s6 pode ser definido nos pontos onde P{X = a} # 0

Fy(y[X = a) =

— X V.A. DISCRETA: Definir pequenos intervalos [a,a + Aal, com Aa —
0t
Fx(xla <X <a+Aa) =u(x—a)
px(x|X =a)=908(x—a)

— Célculo de py(y|x) supondo px e pxy continuas
P{Y <y, x<X <x+Ax}

Fy(ylx <X <x+Ax) = Plr<X <xiAx)

comAx~ 0

y
/ DXy (x, OC) do

Fr(yx <X <x+Ax) =~ — _ pxr(%,y)

e entao py(ylx) =
(v]x) e

px(x)
e Esperanca Condicional como Variavel Aleatoria
400
EY|X =x] = /yp(y\x) dy = ¢éuma funciox — f(x)

assim EY |X] = f(X(®)) é v.a.

19
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e Propriedades:
o E[E[Y|X]|] =E[Y]
o E[E[g(X,Y)|X]] = E[g(X,Y)]
= f(x) = E[Y|X = x| € um estimador ndo polarizado de Y

o Se g(x) é funco deterministica
E[Yg(X)|X =x] = g(x)E[Y[X = x]
o Se z = g(x) é fungdo biunivoca
ElY|Z)=E[Y|X] =E[Y|s~(2)]

e Esperanca condicional como estimador: SejaY =X +Xo +... 4+ X, Xj ~

2

média u e variancia 6-, nao correlatas duas a duas.

Suponha que ja observamos X1, X3, ...,X, com n < m. Qual seria a melhor
estimativa que podemos fazer do valor de Y'?

Qual € a variancia dessa estimativa?

20
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VARIAVEIS ALEATORIAS GAUSSIANAS

e ou, Varidveis Aleatérias Normais. X ~ N(%,6?),

quando E[x] = X e var(X) = E[(x — ¥)?] = 6°.
e Funcao Caracteristica:

1
D, (u) = exp(jux — §u262)
RESULTADO: combinag¢do linear de v.a’s gaussianas independentes € v.a.

gaussiana.

SeY = o1 X1 +0Xo + -+ - + 0, X, O; sdo escalares e as v.a’s X; sdo independentes entre si
e X; ~ N(%;,6?), podemos re-definir

n
Zi=oX,i=1,...n=Y=Y Z
i=1
e tem-se que

Zi = 0;X; ~ N(0u%;, 0767)
Dy (u) = D, (u)Pyy (u) -~ - Dy, (u)

n n
: o log 20
= exp (]u;aixi_ SU ;aici
1= =
Portanto Y ~ N (¥} o,%;, Y-, 0767).

e Importancia como modelo de fendmenos aleatdrios: Teorema do Limite
Central
Soma de “acdes”’independentes e identicamente distribuidas produzem assintoticamente o

“efeito”’gaussiano, i.e., Z, = (X1 +Xo+--- +Xn) /+/n onde X; séo v.a.’s quaisquer, inde-
pendentes e identicamente distribuidas

Z = lim Z,, é v.a. GAUSSIANA independente das v.a.’s X;

n—oo
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INTRODUCAO A PROBABILIDADE

VETORES DE VARIAVEIS ALEATORIAS GAUSSIANAS

Seja um conjunto de v.a.’s gaussianas X1, X», ..., X, escritas de forma vetorial:
X X1
Xo e X2
Z = | | com o vetor de médias 7 = )
Xl’l xn

e com a matriz de covariancias:

B -8)Y E[(Xi—®8)(Xa—%)] - E[(Xi— %) (X — %)
5 _ | ElX2 = ®2)(X1 —31)] E[(X2 —%2)*]
_E[(Xn _Xn)(Xl _fl)] T E[(Xn _fn>2] i
I o7 cov(X,Xp) .- cov(Xl,Xn)_

cov(Xn,X1) o3

cov(X,,X1) e G2
— ) -
61 pX1X26102 tr pXIXnGlGn
2
2

e X é matriz simétrica (X = X') e semidefinida positiva (x’Xx > 0, para todo
x € RM.

DEFINICAO: O vetor Z de v.a.’s de dimensdo n acima € CONJUNTAMENTE
GAUSSIANO ou CONJUNTAMENTE NORMAL se a densidade de probabilidade
conjunta tem a forma:

: Rl Fro)

pz(z) = Wexp( >

com matriz ¥ nao singular, |X| = det(X).
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INTRODUCAO A PROBABILIDADE

e Caso particular: as v.a’s X;’s sdo ndo-correlatadas <= cov(X;,X;)

para todo i # j. Neste caso, X = diag(c1,063,...,0;,) €

_ 1 < (xl _Xl)z) ( (xn
— exp | ————5— | rexp [ -5
\/ 2167 \/ 2163 -+ \/21G2 207

=px, (x1)px,(x2) - - px, (xn)

=0

RESULTADO: Se uma familia de v.a.’s gaussianas sao nao correlatadas —> elas

sao independentes entre si.

FUNCAO CARACTERISTICA DE UM VETOR DE V.A.’S: € definida como

CDz( ) e] u/Z> / / e/ ”y dy

—/ [1+ ju Jy) +---]pz(y)dy

21
para u = (ujuy---up)’.
Como funcao geradora de momentos:

oD,
ou;
0>dy
au,’auk

—j | _rpx(@)dr = JEIX) = i i =
u=(uyuy-u,)=0 —oo

u=(ujuy-up)=

ik =

// rspx.x, (r,s)drds = —E[X;X}]

)

cy

e Funcdo Caracteristica para um vetor de v.a.’s conjuntamente gaussiano:

1
Pz (u) = exp(ju'z— Eu'Zu)

23



INTRODUCAO A PROBABILIDADE

1. Valor médio
B 1 0®,
_j ou |u=0

1 1
= exp(ju = 3u'Su) (jz~ Xy =2

E[Z]

2. Segundo Momento

0> Py
221 == 52 o
1
=[(jz—Zu)exp(ju'z — Su'Lu)(jz —Zu)’

1

.= /
—XYexp(ju'z— U Yu)l ‘u:O

=77 +X
€ note que
E(Zz-2)(z-7)]=7742-7Z =X

Entao confirma-se que Z € a média e X covariancia do vetor Z.

3. Notagdo: 6;; = p;;0;0;. Com isso,

2
67 O12 -+ O
2
p o o
2
Onl On2 -+ O

Resumo de propriedades:

(a) [oij| <005, Vi, j
(b) |Z| # 0, £ é matriz definida positiva e Z~! existe se as v.a’s X;,i =

1,2,...,n forem linearmente independentes:

n
0= ZaiXi <:>a,-:O, Vi
i=1

isto € equivalente a exigir que os coeficientes de correlagdo |p;j| < 1

(mostre isso!).
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INTRODUCAO A PROBABILIDADE

(c) Se ¥ € matriz diagonal, 6;; = 0 e as varidveis aleatérias X; sdo ndo
correlacionadas. Como sao V.A.’S GAUSSIANAS —> X;,i=1,2,...,n
sao independentes entre si.

4. Seja Z ~ N(Z,X;), um vetor de v.a.’s gaussianas, e defina Y = AZ para al-
guma matriz A.

Entdo a funcgdo caracteristica €
Dy (1) =E[exp’*¥] = E[exp/*4?] = &, (i = A'u)
=exp(jii'z — %ﬁ’ZZﬁ) = exp(ju'A7 — %MIAZZA/M)
isto é, y ~ N(AZ,AX,A"). Se Y = AZ + b para alguma matriz A e vetor
b, é evidente que y ~ N(AzZ+ b,AXA") (mostre!).
5. Sejam X e Y dois vetores gaussianos, entdo X +Y € gaussiano.

x
EscolherA =[I, : I,]ez= |---| e utilizar o resultado em 4.

y

6. Se dois vetores gaussianos X e Y sdo ndo correlacionados, isto € Oxy; =
0,Vi,j (= oyx; = 0,Vi, j), entdo eles sdo independentes

X
SejaxcR"ycR"ez= |---| € R'=""" Entio,
y
_ _ 1 22 (c-2)
pxy(x,y) = pz(z) = Cah

E neste caso,

Y. 0 B -0
Ez—[ . Z] - Zzl_[ 8 1]7|ZZ—|ZX|Ey|
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Assim,
(Z) _ 1 1 .
P e, e )

exp(—5 (v 1'% (= 5)) expl(—5 (3%, (v~ 5)

= px(x)py (y)
]

7. DENSIDADE CONDICIONAL DE VETORES GAUSSIANOS Considere X e Y
dois vetores de v.a.’s gaussianas. A DENSIDADE CONDICIONAL

px (x|Y =yp) (ou py(y|X = xp)) é também gaussiana.

Para verificar essa propriedade, escrevemos px (x|Y = yo) = px (x|yo), € considere

pyllyo) = PRrEX) 1 e (—3(-2'2'(z-2)
P(0) apr =l e (—300-9% 00 - )
%]
y
onde tomamos z= | --- |. Supomos também que a matriz de covariancias X, € matriz definida
X
positiva.
- ) . An An
Para uma matriz inversivel A qualquer dividida em blocos: A = A A onde tomamos
21 A2

A11 e Ayp como matrizes quadradas de dimensdes quaisquer, podemos expressar a inversa de A

em termos dos blocos como

A1 Al A
Ay Ap

(A11 —ApAsy Agy) ™! —A1 A (Ap — Ay AT Ap) !
—(Aop — Ay A Ap)'AnAY (A —An A Ap)™!

Utilizando essas relagdes, junto com o fato que X, € matriz simétrica, e portanto X, = Z;x,

podemos avaliar:

-1
I [ Ly Iy ]

DD
_ (Zy—Zn2 'z ) ! e (B — X X1
—(Zr—E,E 1) LR (B —Z,E 1%,
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Portanto
(2-2)/2 M (2—2) = (x =) (T — X5, 'Ty) N (x— %)
— (=) (B = T2 ) L (o — )
- (yO _)_’)/Zy_lzyx(zx - Z;xzy_lzyx)_l (X _f)

+ (0 —9) (5 —EuZ 20 T (o —3) =
= [(x—%) - nyz;l (vo _)_’)]/(Zx - nyEJIZyx)’l [(x—%) — nyz;l (o —)]+
+ (¥o —)_’)/(Zy - z"yxz"x_lz";x)_l (Yo —7)
— (o — Y),Z;lz;y (X — nyzyilzyxylzxyzyil (Yo —7)
como os ultimos dois térmos acima sé involvem yg € y que sdo constantes, podemos finalmente
escrever:

|- - _ g - _ - _
px(xlyo) = cte-exp( 5 [x— £ Zg Iy (=) (B~ Zo T )~ x— 8= Zo X (v ) )

E evidente que essa distribui¢do é gaussina pois em se tratando de distribuicdo a constante
ndo avaliada deve ser tal que

/---/_jopx(x|yo)dx1dx2...dxn =1
além disso, denotando,
p=3+ZoX (y—7), A=Z—I,% Ty
entdo, px (x[yo) = cte - exp (—% [ —u) A= — ,u]) é evidentemente gaussiana jd que A=A"e A

¢ matriz definida positiva. l

8. Como conseqiiéncia do item anterior, temos que a média condicional e a
variancia condicional do vetor X sao dadas respectivamente por:
EX|Y =y =%+ZnZ, (o —7)
E[(X =Y =y0] = B~ Ty 12 2 3y,
Note que a variancia condicional nao depende do valor especifico da observacao

Y =ypdav.a,equeX,, <X, no sentido de matrizes semipositiva definida.

|y
9. Momentos de ordem superior:
E[z]=z
E[(z—2)*] = 0o
E[(z—2)** 1 =0
E[(Z—Z)Zk] =1-3-5---(2k— 1)ng
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EXERCICIOS

1. (a) Se A(\B =0, pode-se concluir algo sobre a independéncia de A e B?

(b) Mostre que um evento de probabilidade nula ou de probabilidade 1 é
independente de outro evento qualquer.

2. Feita uma pesquisa com alunos(as) da Unicamp, descobriu-se que 85% dos
alunos do sexo masculino (sm) € 92% do sexo feminino (sf) gostam de ir
ao cinema. Destes, descobriu-se que as preferéncias se distribuem pelos
géneros investigados da seguinte forma:

género sm  sf

aventura: | 85% 60%
romance: | 45% 97%
terror: 20% 12%

Suponha que as popula¢des masculinas e femininas sejam de mesmo tama-
nho, j4 subtraindo voc€ mesmo.

(a) Qual € a probabilidade que a sua colega Elizelda goste de filmes de
romance?

(b) Qual é a probabilidade que o 1o. estudante que passe por vocé seja
uma aluna que goste de filmes de aventura?

(c) Qual é a probabilidade que seu colega José goste de filmes de aventura
e de terror, sendo que o total de estudantes do sm que gostam de cinema
de aventura ou de terror totalizam 100%?

3. (probabilidade total) Suponha que a ocorréncia ou ndo de chuva dependa
das condi¢des do tempo no dia imediatamente anterior. Admita-se que se
chove hoje, chovera amanha com probabilidade 0,7 e que se ndao chover
hoje, chovera amanha com probabilidade 0,4. Sabendo-se que choveu hoje,
calcule a probabilidade de que chovera depois de amanha.
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4. (probabilidade total) Numa rede com chaves como na figura abaixo, as cha-
ves operam independentemente, fechando-se com probabilidade p e mantendo-

ANY

A /
entrada 4>< E saida
c \

/ ;

(a) Encontre a probabilidade que um sinal aplicado na entrada sera rece-

se abertas com probabilidade 1 — p.

bido na saida;

(b) Encontre a probabilidade condicional que a chave E esta aberta, dado
que o sinal foi recebido.
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5. Jogo de Dardos. Considere

1 x?
pX(_x> = eXp<_2_($2>
1750 y2 X e Y independentes
pY()’) = \/ﬁﬁ eXp<_2_(52>
y

(a) Determine pg o(r,0). Mostre que R e ® sdo independentes entre si.

(b) Faga um programa Matlab que simule os lancamentos de dardos, utili-
zando somente a rotina rand para gerar valores aleatorios. Para cons-

truir a figura de um alvo utilize o seguinte codigo:

% constroi o alvo com 20 cm de raio
clf, clear all

theta=(0:.01:2%pi)’;

polar (theta,20*ones(size(theta)),’:k’)

hold on

6. (esperanca condicional) Considere que um certo nimero de mensagens sao
geradas em um né de comunicacdo, a uma taxa média v por unidade de
tempo, apresentando variancia (5% nesse numero. Cada mensagem possui
um numero médio de M bits e a variancia do nimero de bits por mensagem
é G%. Elas sao enviadas através um canal, e deseja-se conhecer o niumero
médio e a variancia de bits que deverao trafegar pelo canal de comunicagao

por unidade de tempo.

7. (distribui¢do condicional de v.a. gaussiana) Considere novamente o pro-
blema do jogo de dardos supondo agora um modelo mais elaborado para os
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lancamentos. As coordenadas X e Y sdo duas v.a.’s gaussianas X ~ N(0,62)
eY ~ N(0, (55), e elas sdo dependentes entre si, com cov(X,Y) = Gy,. Cal-
cule a distribuicdo conjunta nas coordenadas ortogonais. Supondo que ao
lancar-se um dardo se conhega a abcissa Y (®) = lcm determine:

(a) a distribui¢ao condicional de X,
(b) a média condicional de X,

(c) a variancia condicional de X.

(d) Sabendo que a mosca do alvo tem 3 cm de didmetro, indique a proba-
bilidade de se ter atingido a mosca. Utilize a fung¢do Erf(x) para dar
esse resultado.




