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FILTRO DE KALMAN

O PROBLEMA DE FILTRAGEM
m Filtragem ou estimagdo de estado.

Considere o sistema n3o-linear com ruido nas varidveis de estado e na equacdo

de observacao:

Xkr1 = fk(X, &) (processo de estado) )

Yk = (X, Vi) (processo de observagio)

onde:

— fk(+,-) e hg(+,-) sdo fun¢des que descrevem respectivamente, a evolugdo dindmica

e a observacdo a cada instante k=10,1,...;

—{ex } e {Vk } sdo seqiiéncias de vetores de v.a.'s (ruidos) independentes e iden-

ticamente distribuidos (i.i.d.);

— O estado inicial Xg tem uma distribuicdo conhecida;
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FILTRO DE KALMAN

O PROBLEMA DE FILTRAGEM

Yk forma a sequéncia de observacdes do sistema, i.e., ndo ha observacdo do vetor

de estados {Xx}, a ndo ser indiretamente através de {yx}.

PROBLEMA DE FILTRAGEM: conhecendo-se Y¥ = {yo,Y1,...,Yk} obter esti-

mativas filtrada para X, o que significa obter
P(Xcly“)
. Suponha que p(X¢_1|y*~1) fosse conhecida no instante k— 1. Entdo a PREDICAO
UM ESTAGIO A FRENTE seria calculada como:
ORIV ) = [ POKM-2)POX- 2y ) 2

pois P(Xk|Xk_1,Y* 1) = p(X«|Xk_1), definida pelo processo de estado.
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FILTRO DE KALMAN

O PROBLEMA DE FILTRAGEM

. No instante k, quando a medida Yy € obtida, um ESTAGIO DE ATUALIZACAO

deve ser feito. Usando a regra de Bayes,

o ko1 PO YD POY™)  plyidxi) pOady* )
POGIYT) = POMYY™ ) = = S VT T iy )

. A constante de normalizacdo é obtida como

POV ) = [ PO PO )b

depende da verossimilhanga pP(Yk|Xk) dada pelo processo de observagdo em (1).

= As equacbes no passo de predicio em 1. e de atualizacdo em 2. formam a
base da solugdo étima do filtro utilizando a férmula de Bayes. O conhecimento
de p(x|y*) permite o calculo do estimador de minimo erro quadratico médio, a

partir da média condicional de X

EpYS) = [ %p0xdy*)c
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FILTRO DE KALMAN

SISTEMAS LINEARES ESTO@STICOS

Sistema linear com ruido aditivo nas variadveis de estado e na equacido de ob-

servacao
Xer1 = Ax+ Fex
Yk = CXc+ Dvi

onde:

— A, F,C,D sdo matrizes de dimensdo N x N, N x £, r x N,r X £ respectivamente,

— {e&x } é uma seqiiéncia de vetores de v.a.’s gaussianas de média nula, n3o corre-
lacionados e cov(ex) = Eleg | =Q=Q >0, &~ N(0,Q);

— {Vk } é uma seqiiéncia de vetores de v.a.'s gaussianas de média nula, n3o corre-
lacionados e cov(vk) = E[ww, ] =R=R >0, v~ N(O,R);
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SISTEMAS LINEARES ESTO@STICOS

— Xp ~ N()?Oa PO):

* O estado inicial Xo, {&} e {Vk} sdo ndo correlacionados (— independentes)

entre si;

* yik forma a sequéncia de observacdes do sistema, i.e., ndo hd observacio do vetor

de estados {Xx}, a ndo ser indiretamente através de {yx}.
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FILTRO DE KALMAN

CALCULOS DE PREDIGAO DE MEDIA E COVARIANCIA

Suponha que E[Xg] = Xg, cov(Xg) = Py. Entdo P(K) := cov(Xx) satisfaz

E[X4] := Xk satisfaz X1 = AXk, Xo = E[X0] (2)

P(k+1) = AP(k)A' +FQF', P(0) = Py (3)

CP(K)C'+DRD', se j =0
cov(Yk, Yk—j) = _ _ _ (4)
CAIPPk—j)C,se j=1,...,k

PROVA: (2) € trivial.
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CALCULOS DE PREDIGAO DE MEDIA E COVARIANCIA

PROVA: (3): Definindo
Ko i=X— X, Ye=Yk— Yo Ye=E[¥
podemos concluir que
K= A1+ Fec1=A% j+AFe_ + - +Fac
Como Xy e € sdo nao correlacionados
cov(Xr1) = P(k+ 1) = E[(A% + Fex) (A% + Fa,)'] = AP(K)A' + FQF’
e (3) U. Agora (4)

cov(yk) = E[(C&+ DVy) (C&+ Dvy)'] = CP(K)C' + DRD’

8/51



FILTRO DE KALMAN

CALCULOS DE PREDIGAO DE MEDIA E COVARIANCIA

Como X é ndo correlacionado com €_1,...,6&-j,

E[%&_j] = AP(k—]), E[%e;]=A"FQ
Assim podemos avaliar:
cov(YiYk-j) = E[Yidk_j]
— E[(C%+ Dvk)(C%_j +Dvy_;)'] = CAIP(k— j)C
e (4 U

9/51

FILTRO DE KALMAN

FILTRO DE KALMAN

m Assuma adicionalmente que DD’ > 0.
Isso implica que £ > r. Sen3o, teriamos um vetor A tal que A’'D = 0, e assim,
Ny = NCx
e certas combinacdes lineares de componentes do vetor de estados Xk poderiam ser
medidas precisamente, sem ruido.
NOTACAO:

- Xj o melhor estimador linear de X¢x dada a seqiiéncia de observagdes yl =
(Yo,---»Yj);

- Xjj = X« — Xyj o erro de estimagao;

- Xk—1 estimador “um passo a frente”.

Distribuicdes “um passo a frente”: P(Xir1|Xk, Uk) € P(Y|X«)?
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FILTRO DE KALMAN

DISTRIBUIQAO UM PASSO A FRENTE

Calculando E[Fe] = FE[g] =0, cov(Fe) = E(Fe,—0)(Fex—0)' = FE[exgJF' =
FQF’ portanto
Fe ~ N(0,FQF)
e portanto,
P(Xic+1/Xc) ~ N(Axc, FQF')
P(Yk[%) ~ N(Cx, DQD’)

Qual é a probabilidade de transicdo em muiltiplos estagios:

P (X m| X, )?

Podemos escrever:

m-—1
Xicrm = AT+ Z} A™ 1 Eg
=
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DISTRIBUIQAO UM PASSO A FRENTE

entao,
P(Xier-mlXi ) = N(A™, Zimik)
onde
m—1 m—2
2imk = COV( ; Am_l_tFQ<+t> = COV( Z) A" Fe + Fe&—&-m—l)
t= t=

m-2

— cov (A[ Z) Am_z_tFekth} + |:e|<+m—1> = Azk+m—1|kA/ + FQFI
t=

com 2k =0. Quando m=1

P(%1/%) = N(Ax, FQF')
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FILTRO DE KALMAN

DISTRIBUIQAO M-PASSOS A FRENTE

Observacdes:

1) A distribuicdo condicional de Xy 1 é sempre gaussiana.

2) A distribuicdo n3o condicional ndo é gaussiana em geral.

Exemplo: Xx11 = X+ Uk + Wk (sistema controlado)
Xo ~ N(O7 1)1 Wp ~ N(07 1)7 X1 = Xp+ Up +Wp
Suponha que Ug = X3. Entdo, X; = Xo+ X5+ Wp e P(X1) ndo é gaussiana. Porém

P(X1|Xo, Up) é gaussiana.
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DISTRIBUIQAO M-PASSOS A FRENTE

= Em resumo, se
X1 = Ax + Fex
Yk = Cxc+ Dvy

Média: Ko = A5
CovariénCia: E [(Xker — )?ker) (Xker — )?k+m)/] = Zker

como
m-1

(Xiem — Xicrm) = AT (X — X ) + ; AR
=

entao

m-1
Zk+m — AmzkAﬁV+ ;Am—l—tFQF/(Am—l—t)/
{=
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FILTRO DE KALMAN

DISTRIBUIQAO M-PASSOS A FRENTE

» Para a variavel de saida:
Vi = CX
definindo % :=cov((Yk — Yk) (Yk — Yk)'), entdo
) = C%.C'+ DRD’
e também:

E[(Ykem— Ykem) (Yk — Y&)] := CATZL,C’

~» (Caso Xg, &,Vk ndo sejam gaussianas, as férmulas de média e covariancia

ainda valem.
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ESTIMA(;AO DE ESTADO PARA SISTEMAS LINEARES

X1 = AXic+ R

Yk = X+ Dy
= Xg, Wo,W4,...,Vp,V1,... independentes

u XONN()?O,Z()) Q<NN(07Q) VkNN(OaR)
= Sistema Linear Gaussiano variante no tempo Kk — (Ay, R, Ci, Dk) seqiiéncias de

matrizes conhecidas.
Ja vimos que:
1. p(x|y¥) é gaussiano. Aqui:
POIY*) ~ N(Rk, Zik)

com Xk = média condicional, Zx = covariancia condicional.
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FILTRO DE KALMAN

ESTIMA(;AO DE ESTADO PARA SISTEMAS LINEARES

2. Do curso de probabilidade: “Se X e Yy sdo dois vetores de v.a.'s gaussianas
conjuntas com X~ N(X,Zy), Y ~ N(y,Zy) e cov(X,y) = Z,y entdo
cov(XY) = Zx — ZyZ, " Zyx”
(vide exercicio).
3. Notagdo X =X—X. Temos que E[X] =0, e entdo cov(X]y) = cov(X]y). Além
disso,
ERy—y)] = E{{(x=%) - Z6%, (Y- VI(y—¥)'} =
Sy~ IyZy 2y =0

Portanto X e Yy sdo ndo correlatos, portanto independentes (pois gaussianos).

e
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FILTRO DE KALMAN

Notacao:

Rk = E[X|y"] (melhor estimador de X dada y¥)
Rk = E[X:1|Y]  (estimador de X “um passo”a frente)
Xk = X — Xk (erro de estimacdo de k)
(
(
(

K1)k = X1 — X1k (erro de estimagdo “um passo”a frente)
zk|k = COV()~(k|k)

Zi1k = coV(Kir1k)

matriz de covariancia do erro de estimag3o)

covariancia do erro “um passo”a frente)

.
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FILTRO DE KALMAN

PASSO 1 (atualizagdo temporal do estado):

R 1k = EXe 1| Y] (média)
= E[Ax«+ R | Y] = Adk
Entao
K1)k = X1 — X1/
= AXk + P& — ARk = AXigk + P

e portanto
2k = AZirA + RQF (covaréincia do erro)

1951
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PASSO 2 (atualizagdo temporal da saida):
Yik-1 = E[Vk| VY = E[Cix+ Divk | Y] = CiRek_1

yk|k—1 = Yk — Ykk-1

= CX + Dk — CiXigk—1 = CiKigk—1 + DV
e portanto,

COV(Yk|kfl) = ZK“(_:L = Ckzk\k,1C|/( + DxRDy

PASSO 3 (correlagdo cruzada):

EXigk—1) = EX(CiKik—1+ Divi)']
= E[(RKqk—1+ Rqk-1) (Cifk—1+ Divi)'] = Zi—1Ci + 0
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FILTRO DE KALMAN

PASSO 4 (atualizacdo da medida) A informacio contida em (Y*1,yi) é a mesma

que aquela em (yk—l,yk|k_1).
Rk = EX| Y = Ei| Y id = E| Y, Ykl (5)
-1
= Rk-1+ EXFhk 4] (z)li|k—l> Yidk-1

1
= Riqk—1 + Zik-1Ck (Ckzk|k1C1/< + DkRDf(> (Yk — CXigk-1)

(Atualizacdo de Medida ~» média)

e
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FILTRO DE KALMAN

Segue também de (5) que

-1
Kk = Kigk—1 — Zifk—1Cic <Zf£|k_1) Yijk—1

entao

cov(Rqi) = cov(Rqk-1) — E[Xky,k\k—l] <Zi|k—1> E[X'<3~/I<Ik—1]/

o que leva a:

-1
2k = Zkfk—1 — 2kk—1Cx <Ckzkk1C|/< + DkRDf(> CrZik—1

(Atualizagdo de Medida ~» covariancia)

e
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FILTRO DE KALMAN

Note que as eqgs. de atualizacdo de medida permitem expressar:

K1k = ARk = ARigk—1 + Ak (Yk — CiRigi-1) (6)
com Xo|—1 = Xo € Lg definido por:
Lic = Zk-1Cx (Ckzk| k1Ck+ DkRDf() - (7)
(S
Zir 1k =AZigrA + FQF (8)
— A1~ Ak 1Ch( Gk 1Ch+ DIRDY) it
+ RQF,

com Zg_1 = Zo. Equagdes (6), (7) e (8) definem o Filtro de Kalman.
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FILTRO DE KALMAN : OBSERVAQOES

Obsl: Yik-1 = Yk — CiXijk—1 é chamado de PROCESSO DE INOVACAO, V-1 é
independente de y< 1.

Obs2: Se o que deseja é:
Xk ~ Problema de Filtragem
k1 ~» Problema de Predicdo

Xkt ~» Problema de Interpolagdo ou Smoothing
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FILTRO DE KALMAN : OBSERVAQOES
Fazendo referéncia a solucdo conceitual de filtragem, para o FK temos:
= PREDICAO UM ESTAGIO A FRENTE, calculada como:
POV ) = [ POt PR 1ly< s
Estd associada as distribuicoes normais:
P(X-1lY ™), Xeer ~ N(Re 11, Tk — 1k — 1)
POy ), X~ N(R1, Zklk — 1)

= ESTAGIO DE ATUALIZACAO, feito no instante que a medida Yy é obtida:
PYiIX) POy )
P(YKly ™)

p(xY*) =

esta associado a distribuicao
p(Xk‘yk)v Xic ~ N()zk\ka Zk|k)
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FILTRO DE KALMAN : EXEMPLO

Baseado na rotina de demonstracao do Matlab kalmdemo.

% Given the following discrete plant

A= 1.1269 -0.494 0.1129
1 0 0
0 1 01
B = [ -0.3832
0.5919
0.5191 ]

% Design a Kalman filter to estimate the output y based on the
% noisy measurements yv[n] = C x[n] + v[n]

% A time-varying Kalman filter is able to perform well even

% when the noise covariance is not stationary. However for this

% demonstration, we will use stationary covariance, matrices Q and R.
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FILTRO DE KALMAN : EXEMPLO

The time varying Kalman filter has the following update equations

Time update: x[n+1|n] = Ax[n|n] + Buln]

P[n+1(n]

AP[n|n]A’ + B*Q*B’

Measurement update:
x[nln] = x[nln-1] + M[n](yv[n] - Cx[n|n-11)
-1
M[n] = Plnln-1] C’> (CP[n|n-1]C’+R)

P[nln] = (I-M[n]C) P[n|n-1]7% function KALMAN.
This function determines the optimal
steady-state filter gain M based on the process noise
covariance Q and the sensor noise covariance R.
First specify the plant + noise model.
CAUTION: set the sample time to -1 to mark plant

as discrete

sys = ss(A,B,C,D,-1);
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FILTRO DE KALMAN : EXEMPLO

Enter the process noise covariance:
=1;
Enter the sensor noise covariance:

=2;

Generate a sinusoidal input vector (known)
[0:100]";
sin(t/5);

Generate process noise and sensor noise vectors

randn(’seed’,0)

w = sqrt(Q)*randn(length(t),1);

v = sqrt(R)*randn(length(t),1);

% Now simulate the response using LSIM
% Generate the noisy plant response

y = lsim(sys,u+w); % W = process noise
yv =y + v; % v = meas. noise
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FILTRO DE KALMAN : EXEMPLO

% Now implement the filter recursions in a FOR loop:
P=B*Q*B’; % Initial error covariance
x=zeros(3,1); % Initial condition on the state
ye = zeros(length(t),1);

ycov = zeros(length(t),1);

for i=1:length(t)
% Measurement update
Mn = P*C’/(CxP*C’+R);
x = x + Mnx(yv(i)-C*x); % x[nln]

(eye(3)-Mn*C)*P;

ye(i) = Cxx;

errcov(i) = C*Px*C’;

==

Time update
x = Axx + Bxu(i); % x[n+1|n]
P = AxPxA’ + B*Qx*B’;

end
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FILTRO DE KALMAN : EXEMPLO

% Let’s see how this filter works by generating some data and

% comparing the filtered response with the true plant response.

€ é; \Y)
\‘QJ k
~N

Uk

+Q Planta

Filtro ——
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FILTRO DE KALMAN : EXEMPLO

% Compare true response with filtered response

figure, plot(t,y,’b’,t,ye,’r--",t,yv,’k.’),

xlabel(’No. of samples’), ylabel(’Output’)

legend(’y real’,’y estimado’,’y

observado’)

title(’Response with time-varying Kalman filter’)

Response with time-varying Kalman filter

Output

-6

T

— yreal
— — yestimado

y observado

10 20 30 40 50 60 70 80
No. of samples

920

100
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FILTRO DE KALMAN : EXEMPLO

figure, plot(t,y-yv,’g’,t,y-ye,’r--"),

legend(’erro de y = ruido v’,’erro de estimacao de y’)

xlabel(°No. of samples’), ylabel(’Error’)

Error

T T
—— errodey = ruido v
— — erro de estimacao de y

RTRINAY
My
N Y

-4

10 20 30 40 50 60 70 80

No. of samples

90

100
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FILTRO DE KALMAN : EXEMPLO

% The time varying filter also estimates the output covariance

% during the estimation. Let’s plot it to see if our filter reached
% steady state (as we would expect with stationary input noise).
figure

plot(t,errcov), ylabel(’Error Covar’),

0.4

Error Covar
o
@
&

03

% From the covariance plot we see that the output covariance did
% indeed reach a steady state in about 5 samples. From then on,
% our time varying filter has the same performance as the steady

% state version.
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FILTRO DE KALMAN : EXEMPLO

% Compare covariance errors

MeasErr = y-yv;

MeasErrCov = sum(MeasErr.+*MeasErr)/length(MeasErr);
EstErr = y-ye;

EstErrCov = sum(EstErr.*EstErr)/length(EstErr);

% Covariance of error before filtering (measurement error)
MeasErrCov

>> MeasErrCov = 2.2277

% Covariance of error after filtering (estimation error)
EstErrCov

>> EstErrCov = 0.3394
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FILTRAGEM LINEAR

IDEIA BASICA: aproximacdo em espacos de Hilbert apropriado

Seja (Q,F,P) um espago de probabilidade. Para os nossos objetivos, considere o
subconjunto H de (Q,F,P) contendo todas as v.a.'s quadrado-integraveis (o espaco

?5, contendo todas as seqiiéncias numéricas infinitas X(0),X(1),...), isto é

(e¢]

E[X?] < oo )% < oo
X < ;f0)<

O espaco H é um ESPACO LINEAR e podemos definir a NORMA de X € H
(x € l3) como
0]

X2 = E(x?2 xz<Z)x<j>2)l/2
|
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FILTRAGEM LINEAR: CONSTRUQ&O DO ESPAQ DE HILBERT

m A distancia entre X e Y é
IX =Yz =E[(X-Y)}*?
m Uma seqiiéncia X,,n=0,1,... converge para X significa que
E[[(X,— X)?] — 0,quando n — o  (noc&o:convergéncia na média quadrética).

Além disso o espaco H{ é COMPLETO, isto ¢, todas as seqiiéncias de Cauchy

sao convergentes.

= Definindo o produto interno
< X,Y >=E[XY]

o espac¢o de v.a.’s quadrado integraveis é um ESPACO DE HILBERT.
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APROXIMA(;,&O EM ESPAQOS DE HILBERT

Ja vimos anteriormente que neste espago tem-se a nocao de ORTOGONALIDADE
XLY"

XYeHeX LY &<X)Y>=0

Um elemento X € HH e um subespaco fechado SC H sdo ortogonais se

X 1LYparatodoY €S (X LY

TEOREMA Para H e SC H subespaco fechado. Entdo X € H pode ser decom-

posto unicamente como
X=W+4V

com W € SeV € S" determinados unicamente por S Em outras palavras

H=SaS
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APROXII\/IA(;,&O EM ESPACOS DE HILBERT. PROJEs(ZN\O
= Nocio de PROJECAO ORTOGONAL: a projecdo de X sobre Y é a =< X,Y >
Generalizando, a PROJEGAO ORTOGONAL de um X € H sobre SC H é um
tnico Y € Stal que (X—-Y) L S
= O elemento Y é a PROJEGAO DE X EM Se representa-se por TI(X|S).
DEFINICAO Um subespaco fechado S representado por
O Xy + 0oXo + -+ - + 00Xy

para X1,Xp,..., Xy € H e escalares a1,0o,...,0, quaisquer é o RANGE LINEAR
DE X1, Xo, ..., X,, representado por

LAX, Xo, .., Xn}
Assim TI(X|S) corresponde a uma escolha de escalares tal que

(X =01 Xg+ 02X+ -+ 0pXy) L S
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APROXII\/IA(;,&O EM ESPAQOS DE HILBERT. BASE

Uma colegdo infinita X1, Xy, ...de elementos em 3 (ou qualquer outro espaco
de Hilbert) tal que < X, Xj >=0,Vi # | forma uma BASE em J{, no sentido que

qualquer elemento X € J{ pode ser escrito em termos de projecdo sobre a tal base:
< X, Xj >

X = Xi=S <X, Xj >
Z<x,,xj 2 N

Para uma BASE ORTONORMAL, temos adicionalmente que || Xj|5=1e a re-

presentacao fica escrita como

X:ZGJ'XJ', C(j=<X,Xj>
J:

APROXIMACAO DE ORDEM N é a projecao, obtida truncando-se a representacao

X = Za iXj = T(X|S)

onde S={Y I : Y=3_ 0%}
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PROPRIEDADES DAS PROJJEC(N)ZES

1. Linearidade (X +Y|S) = (X|S) + 1(Y|S)
2. Minimiza a norma induzida do erro:

IX —TUX|9)||]2 < [[X —Y]|2, para todo Y € S

3. Erro ortogonal

(X—=1(X|9)) LS
4. lgualdade do produto interno

< X, Y >=<1(X|S),Y >, paratodoY € S
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FILTRO DE KALMAN

CASO DE VETORES DE \A.'S

s Espaco HY dos vetores de v.a.'s quadrado integraveis definidos num espaco
de probabilidade (Q,J,P), as vezes também denotado por H% = Lo((Q,F,P); R").

Aqui X e Y sdo vetores de varidveis aleatdrias:

e Produto Interno em HY:
n
<Xy>=E[X=X)(y—-Y)]= Z cov(X,Y))
n J— J—
=3 <X-XY—Y>
I; | |
esta ultima nocao em JH.

o Norma em H%: ||x|| =< x,x >1/?= (SalXi— )ZH%)l/Z é uma medida do desvio

padrdo do vetor
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CASO DE VETORES PRODUTO INTERNO E EXTERNO

e Produto Externo [x,y] = E[(X—X)(y—Y)] é a matriz de covariancia

Note que
COV(X]_,Y]_) COV(Xl,Yz) e COV(Xl,Yn) <X,Y1> <X1,Yo> - < X1,Yy >
[X y] o COV(Xz,Yl) COV(Xz,Yz) e COV(Xz,Yn) | < Xo, Y1 > <Xo,Yo > -0 < Xo,Yp >
e : : : N : : - :
cov(Xn, Y1) cov(Xn,Yz) -+ cov(Xn,Yn) <X, Y1 > <Xp,Yo> -0 < Xp,Yp >

DEFINICAO X,y € HY sdo ortogonais se [X,y] =

Note que em FHd

<X,y >=E[(x—=X)'(y—Y)] = E[trago{ (x—X)(y — ¥)'}] = traco{[X, Y]}

e a nogdo de ortogonalidade aqui é mais forte que exigir que < X,y >=0.
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FILTRO DE KALMAN

CASO DE VETORES PRODUTO EXTERNO

Dados XY,z € H% e matrizes A, B de dimensdes apropriadas
o x+y.7=[x7+[y7
o [Ax,By] = Alx,y|B'

e X,y independentes — [X,y] = 0
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O PROBLEMA DE FILTRAGEM LINEAR

E visto como um problema de projecio em H¢

e Estimativa X, como funcdo do range linear das observagdes L{yo,V1, .., Yk}

e Ruidos € e Vi gausssianos nao correlatados. lremos expressar
E[Xk‘yk] - T[(Xk|’£’{y07y17 ce 7y|<})

e Estratégia: encontrar uma base ortonormal para £{yo,V1,...,Yk} utilizando or-

togonalizacdo de Gram-Schmidt em 9.
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FILTRO DE KALMAN

ORTOGONALIZACAO DA SEQUENCIA DE OBSERVACAO

A k-ésima observacido pode ser representada por

Vi = TUY L{Yo, - -+ Vi1 }) + TV £{Yo, -+, V1))
= Yikjk—1+ k-1

= Base ortogonal para L{yo,...,Vk 1}
1. Yo =Yo. Define-se y1 =y1—y; e
E[Y1¥0] = [(Y2— Y1), Yo—Yo)] = [(y1—¥1),0] =0 e Y1 L Yo
2. Verifica-se que
E[§2%1 (50, %] = [(Y2— ¥2), (Y1 — V1)) = E[(Y2 — Y2 = Z21Z; H(y1 = ¥1))¥3] = O

portanto, Vo L V1
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FILTRO DE KALMAN

ORTOGONALIZACAO DA SEQUENCIA DE OBSERVACAO

3. Podemos concluir por inducdo que

ElVs¥s/¥o, .-, %2] = [V3,%2] =0 = ¥3L L{Yo,%,¥2}

e geral

EVidi_11L{Yo, s Vke1}] = Yo Y1) =0 = Y L L{Yo, ..., Yk-1}

Adota-se Y, V1, ... (PROCESSO DE INOVAGAO) como a base de referéncia.

4. Pela ortogonalidade temos que

L’{y07 o 7yk} — L{y& e 7yk—1} @L{yk}

T LA Yo, - - - Yi}) = T LYo, - -+, Yi-1}) + TUX| L4 Y })
Xk = Xiqk—1 + TH%| L{ Vi }) (9)

é o estimador a posteriori

46/51



FILTRO DE KALMAN

ESTIMADOR A PRIORI

Rigk—1 = T(X%|LA{Yo, - - -, Yk—1})
= T(A%1+ Fac1|L{Vo,...,Vk-1})
= AX_1jk—1+ T(Fe|L{Yo, ..., Yk-1}) = AX_1jk-1 (10)

PROJE®O SOBRE A INOVACAO

T L4V} ) = Ti(Xk-1+ X £4Vk}) = K| L{Vk})  (pois Xk—1 L Vi)
= [Re, Yidl [, Yidd ~ Ve
= Kk (11)

na qual Ky é o operador projecdo de L{Vi} em L{X}
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FILTRO DE KALMAN

DETERMINACAO DA PROJEQRAO

~ ~

O filtro fica reduzido ao calculo de duas matrizes de covariancia [X, Vi € [Vk, Vk]
» Definindo Xy = [X, %] = E[XX], calcula-se
X, Vi = [Re+ R, i = R, i + [Re, Vi

= 0+ [%, CXc + DV

= [Rk, CX] + [%«, Dvi]

= 2 kC' + X — R, Vi| D’

= ZkC' + (X, Vi) — [Re, Vi )D'

= 2 C' + A1+ Fac1,v] — 0 =2 C
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FILTRO DE KALMAN

DETERMINACAO DA PROJEQRAO

e
[V, Y] = [CK¢+ Dvi, CR¢ + Dy
= Czk“(C/ + DRD’
Portanto,
Ky = Zk“(C/(CZk“(C/ + DRD/)il (12)

Rk = Kigk—1 + ZiC' (CZC' + DRD’) i

49/51

FILTRO DE KALMAN

PRO PAGAbO&O DAS ESTIMATIVAS

e covariancia

K =Xk — Xk
=Xk — (Rigk—1 + KiY)
=Kigk—1 — K (CKi + Dvy)
=(1 — KC)X« — KxDvy

Sk = (1 — KiC) T a1 — KiC)' + K DRD'K,
= (I = KC) Zyk-1 (13)

tendo (12) em vista, mostre isso!

5051



FILTRO DE KALMAN

PROPAGA}O&O DAS ESTIMATIVAS
e propagacdo da covariancia a posteriori da apriori

Zik—1 = [Kik—1, Xik—1]
=[AX—1+ Fex1 — AR k-1, A1+ Fex—1 — AR 1k—1]
=[AR_ 1)1+ Fe—1, AR k-1 + Fex_1]
=A>_1-1A' +FQF’ (14)
Combinando (13) e (14) temos a expressdo
2k = (I — Ki) (A 1A + FQF)

e finalmente,

Xk = AXie—1k—1 + K
K = (A%y_ 1) 1A +FQF')C[C(AZy_1j 1A +FQF')C' + DRD'] %
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