Capitulo 2

Fundamentos da Teoria de
Estimacao

2.1 Introducao

Estimacao ¢é a determinacao de grandezas fisicas nao observaveis a partir de
grandezas mensuraveis. A teoria de estimagao compreende basicamente duas
classes de problemas, a saber:

a) Identificagao Experimental: A identificagdo de um Modelo de um sistema
através de medidas das suas entradas e saidas, também denominada de
modelagem “caixa preta”.

b) Filtragem: A determinagao dos Estados de um sistema a partir de medi-
das das suas entradas e saidas.

Nesse capitulo serao apresentados métodos para a estimacao de
parametros de um sistema linear monovariavel utilizando dados medidos da
sua entrada e saida. A estimacao de estados serd apresentada em outro
capitulo. Assume-se conhecida a priori a ordem do modelo. Nesse contexto,
considera-se a estimacao de parametros de um modelo linear de tempo dis-
creto descrito pela equagao (2.1). O item sobre filtragem serd desenvolvido
no capitulo 5.
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Yk = 6 + vy, (2.1)

Na equagdo (2.1) @ € R™ é o vetor de parametros desconhecidos, vy
é a saida medida no instante k, u} é um vetor com elementos conhecidos
(mensuraveis), normalmente a entrada do sistema, e v, é uma perturbacao
atuando no processo. O modelo anterior pode ser também escrito como:

yr = Ooug + Orup—y + ...+ O Up—mg1 + U (2.2)
ou
m—1
Y = Z Oiug—; + Vg
i=0
ou ainda
yr = u; 0 + vy, (2.3)
com
ul = w up—1 o Up—met |
A

Nesta equagao deve-se obter um estimador 8 dos parametros desconheci-
dos 0 a partir das medidas realizadas. Para tanto, vamos supor que sejam
realizadas N medidas, conforme descrito a seguir:

vy = u; 0+
Yo = uZTH+Ug

yv = ux0+ouy
y=U60+v

yi=[w v - yv]
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2.2 Método dos Minimos Quadrados

Este método foi tratado de forma independente por Gauss e Legendre e é um
dos métodos mais conhecidos e utilizados nas diversas areas do conhecimento.
Gauss, durante observagoes astronomicas, afirmou que:

“O walor mais provavel de grandezas desconhecidas € o que minimiza a
soma dos quadrados da diferenca entre o valor medido e o valor calculado,
ponderado pelo grau de precisio da medida”.

Seja 6 o valor estimado de 6 e ¥y a saida estimada do sistema, dada por:

y=U6 (2.4)

Sejam os erros entre os vetores de parametros desconhecidos e estimados
e entre a saida do sistema e a saida do modelo definidos respectivamente por
0=0—-0cy=y—y¥. Logo, tem-se que:
y=U6+v (2.5)
A equagao (2.5) é denominada equacdo do erro. O estimador é obtido
minimizando-se:
J(0) = w)i +w(2)g + -+ w(N)gy

onde w(i) é a ponderagdo em cada componente do erro, que é fungao da
precisao da medida. Esta equacao pode ser rescrita como segue:
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J(0) =5"Wy
onde ¥ = [71 J2 -+ gn]T e W = diag(w(1) w(2) --- w(N)). Deseja-se:

0y = arg min J(0) = arg min ||y — Ué|?,
6 6
sendo que a funcao J (é) pode ainda ser rescrita como:

J) =y "Wy — 2yTWUO + 6 UTWUS
Sabe-se que 0, deve ser tal que dJ/dé = 0, o que implica:

dJ R
5 —2[y"WU)" +20TWU6 =0

UTWu0 = UTWwy (2.6)

que é denominada Equagao Normal e produz o seguinte estimador:

6, = [UTWUI'UTWy (2.7)

A matriz [UTWU]'UTW é denominada matriz Pseudo-Inversa. O estima-
dor (2.7) é denominado Estimador de Markov, Minimos Quadrados Pondera-
dos (Weighted Least Squares — WLS) ou ainda Minimos Quadrados Genera-
lizado. Quando W = 021y, onde o é um escalar e Iy é a matriz de identidade
N x N, obtém-se o estimador dos Minimos Quadrados convencional, descrito
por:

60 = [UTU Uy (2.8)

Nesse caso tem-se que 0y7¢ ¢ seguramente um ponto de minimo pois a matriz
Hessiana:

d*J
— =2U Twu

de
é definida positiva posto que W = o?Iy é definida positiva. Logo, 6 MQ €m
(2.8) é uma solugao 6tima. Como é tnica, é uma solugao 6tima global. No
caso geral do estimador em (2.7) a otimalidade requer apenas que a matriz

de ponderacao W seja definida positiva.
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2.2.1 Interpretacao Geométrica do Estimador

A equagao § = U6 define o subespaco R(U) = Y. Da equagao normal para
o estimador dos Minimos Quadrados tem-se que:

(U6 -U"y =0
Uy —9)=0

U'y =0 (2.9)

A equagao (2.9) mostra que y pertence ao espaco nulo de UT, N(UT).

Como N (UT) = [R(U)]* entdo y pertence ao complemento ortogonal (1) de

U, isto é, y é normal ao subespaco V. A propriedade da ortogonalidade do

estimador dos minimos quadrados pode também ser ilustrada graficamente,
conforme mostra a figura 2.1.

Figura 2.1: Propriedade de Ortogonalidade do Estimador de Minimos Qua-
drados.

2.2.2 Exemplos
Exemplo 1

Seja o sistema descrito por:
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onde y(t) é a saida do sistema e v(t) é uma perturba¢do com variancia
ag(t) = 1. Obter o estimador dos Minimos Quadrados de 6,.

Nesse caso tem-se que:

N

. 1
_ grTin-17/Te, _ .
by = [U'U"U'y = N ;Zl y(7)

Portanto, o estimador nesse caso corresponde a média aritmética das
. - A . ~ . 2 o
medidas. Suponha agora que a variancia da perturbacao seja dada por Tty =

AZ. Nesse caso pode-se definir:

X2 0 ... 0
0 A ... 0
W=1: 1 + 9
0 ... X%, 0
00 . A}

e utilizar o estimador de Markov em (2.7) para obter:

N

) 1
%o = Sy 2t
Zjl(l/Ag)Z(l/ )y(i)

i=1
que é a média ponderada das medidas. Dessa equagao pode-se observar que
se a medida tem maior precisdo (menor variancia) entdo ela possui maior
peso no célculo do estimador.

Exemplo 2

Seja o sistema descrito por:

y(t) = Oou(t) + O1u(t — 1) + v(t) ; t=1,---,N
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onde u(t) e y(t) sao respectivamente a entrada e a saida do sistema (supostas
mensuraveis) e v(t) é uma perturbagdo. Obter o estimador dos minimos
quadrados de 6 e 6.

Nesse caso tem-se que:

v =[u) ue-1 ]| g0 | 4000
u(t)  u(o)
| )
uw(N) u(N —1)

e portanto:

o TSN @) S utult— 1)
VU= s - vue) SN, (w2t — 1)

Observagoes:

a) A matriz UTU no caso geral é tal que UTU € R™*™ onde m é o niimero
de parametros desconhecidos.

b) A matriz UTU é simétrica e seus elementos sao somas de “correlacgoes”.

c) Para a existéncia da solucao da equacio do estimador a matriz UTU deve
ser nao singular. Para tanto a entrada u(t) deve apresentar ezcita¢do
persistente, isso €, deve possuir variacao suficiente para que o determi-
nante da matriz seja diferente de zero (nao nulo).

Considere, por exemplo, uma entrada constante u(t) = 1. Nesse caso

tem-se:

y(t) = (6o + 61) + v(1)

%[UTU]:F 1]
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Essa matriz é nao singular o que significa que sua inversa nao existe.
Nesse caso nao existe solugao unica para o problema de estimacgao dos
parametros.

Exemplo 3

Considere um sistema estatico em que se deseja obter o modelo mais ade-
quado as seguintes medidas:

t u(l)=0 y(1)=0
t= w(2)=1 y(2)=0.9
t=3: u@d) =2 y(3) =21

Considere inicialmente um modelo constante!, isto é:

y(t) = o

Nesse caso tem-se:

y=1 09
2.1

O estimador dos Minimos Quadrados de 6y é dado por:
0o = [UTU) Uy

fo=3"1(0409+421)=10

que corresponde a média aritmética das medidas. O custo associado a ob-
tengao desse modelo é dado por:

10 mais simples!



2.2. METODO DOS MINIMOS QUADRADOS 9

J=3"1=1+01>+1.1%>=222

Vamos a seguir considerar um modelo linear e verificar se ele representa
melhor os dados. Seja entao:

y(t) = bo + Oru(t)

ou

Nesse caso a matriz U é dada por:

U:

— =
N — O

~

O estimador 6 ¢ dado por:

A —0.05
0= { 1.05 ]

O custo associado a esse modelo é J = 0.015, que ¢ significativamente
menor que aquele associado ao modelo anterior, indicando que esse modelo
representa melhor os dados fornecidos.

Considere agora um modelo (nao linear) de segunda ordem, isso é:

que pode ser rescrito como:

Nesse caso 8 é dado por:
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A 0
6= 0.75
0.15

O custo associado a esse modelo é J = 0.0 que é o menor valor que
pode ser obtido para esses dados. Essa condi¢ao ocorre quando o nimero de
medidas ¢ igual ao nimero de parametros a serem estimados e a matriz U é
nao singular. Na validagao do modelo também deve-se incluir uma medida
de parciménia para evitar modelos de ordem elevada (vide segao de validagao
de modelos).

2.3 Propriedades do Estimador dos Minimos
Quadrados

Definicoes:

1. O estimador 6 = f(y) de @ diz-se nao polarizado se 0 possui valor
médio igual a @ qualquer que seja @ € R™, isto é:

5Y/0{f(Y)} =0

onde & denota a esperanca matemaética.

2. Um estimador 6 = f(y) de 0 diz-se um estimador nao polarizado e de
variancia minima (Minimum Variance Unbiased Estimator — MVUE)
se é nao polarizado e

Evie{(f(y) —0)(f(y) —0)"} < Eve{(f"(y) —O)(f"(y) - 0)"} (2.10)

para qualquer 8 € R e qualquer estimador f*(y) nao polarizado.

3. Um estimador f(y) de 8 é o melhor estimador linear nao polarizado
(Best Linear Unbiased Estimator — BLUE) se a equagao (2.10) é satis-
feita para qualquer 8 € R™ e estimadores f* da classe de estimadores
lineares nao polarizados.
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Teorema 1 O estimador de Markov € nao polarizado se a perturbacao tem
média nula (E{v} =0) e os sinais de entrada e de perturbagdo sao indepen-
dentes.

Prova: Da equagao do estimador de Markov tem-se que:

6= [UTWUT'UTW[UO + V]
6=0+[UTWUIT'UTWV

{6} = 0+ E{(UTWU) T UTWv} (2.11)
Se u e v sao independentes, entao a equagao (2.11) pode ser rescrita como
segue:
E{6Y =0+ E{(UTWU)'UTW}E{v} =6

Deve-se notar que a independéncia entre u e v é uma condi¢ao sufici-
ente, mas nao necesséria, pois a partir da equagao (2.11) tem-se a seguinte
implicacao:

E{UTWU)'UTWvY =0 — E£{6} =6
Conhecida como condicao de ortogonalidade, ¢ mais fraca que a condicao

de independéncia, mas mais dificil de ser verificada.

Teorema 2 Se a perturbagao tem média nula (E{v} = 0) e além disso a
entrada u € deterministica e a perturbacao v € uma varidvel aleatoria com
matriz de covariancia V' entao a covariancia do erro de estimacdao do esti-
mador de Markov é dada por:

covd = [U"WU ' UTWVWU[UTWU] ™!
onde V =E{vv'}
Prova:
covd = E{|0 — £6][6 — £60]"}

Dado que £0 = E{0—0} = E{0}—E{O} =0—0 = 0, pois O ¢é deterministico
e o estimador € nao polarizado (teorema 1), tem-se:
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covd = £{6 éT}

Do teorema 1 tem-se:

0—6=—[U"WU|"'U"Wv =0

e portanto

covd = E{[UTWU ' UTwwIwuutwu

Se a entrada for deterministica tem-se que*:

covd = [UTWU ' UTWVWU[UTWU] ™!

Quando a perturbacdo atuando no sistema é dada por V = %Iy, isto é,
€ tal que suas componentes sao independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d.), tem-se que:

covd = o [UTU|™!

onde o® € um parametro da distribuicio da medida, que em geral é desco-

nhecido e necessita ser estimado.

2

Teorema 3 Um estimador nao polarizado de o é dado por:

dim(v) — dim(0) N—m

Prova:
y=y-y=y-U6
6=0+[UTUI Uy (do teorema 1 para W = Iy)
y=U0+v U0+ [UTU'UV]=v-U[UTU] ' U"v
y =[xy - U[UTU] U )

2Dado que UTWU é nido singular, segue que ([UTWU]"HT = (UTwuh)~1 =
UTWU].
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Definindo A = In—U[UTU|'UT tem-se que y = Av, sendo que a matriz
A apresenta as propriedades A> = AA = A e AT = A. Portanto:

E{V'y) = EVI[In — U[UTUI' U [Iy — U[UTUTTUT v} = E{vT A%V}

EFTyYy = VT [In —UUTU)Y U VY = E{vT AV}

Lembrando as sequintes propriedades de matrizes:
p'Pp = tr(Ppp")
E{tr(P)} = tr(E{P})
tr(P + Q) = tr(Q + P)

tr(PQ) = tr(QP)

tem-se que:

E{F'y} = E{tr(AvvT)}

E{FTY} = tr(AE{vv'}) = tr(c?A)

EFTyY = Atr(ly) — Atr(UUTU)'UT) = o*(N — to([UTU]'UTD))

E{F'Y}=0*(N —tr(I,,) ) = o*(N —m)

2 em (2.12) é um estimador nao polarizado de o* pois E{¢*} = o*.

Logo, &

Teorema 4 O estimador dos Minimos Quadrados dado por 6 =

[UTU|YUTy possui as segquintes propriedades para V = E{vvl'} = %Iy
eE{v}=0:

a) E uma funcao linear das medidas;
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b) E um estimador ndo polarizado;

¢) E um estimador BLUE, isto é:

E{(0-60)0-0)"} <E{(6"-6)(0"~6)"}

onde 0* € qualquer estimador linear das medidas.
Prova:

a) 0 = [UTU]"'UTy = Cy.
b) Ja foi demonstrado (teorema 1).

c¢) Seja um estimador 0 = Cy tal que £6* = 0 (nao polarizado). Logo, é
simples demonstrar que E{Cy} = 6 implica CUO = 0, dado que E{v} = 0.
A covariancia de 0* € dada por:

E{(0"—0)(0" - 0)"} =E{(Cy —0)(Cy —0)"} =
= &{(Cy — CUB +CUB — 0)(Cy — CUO + CUO — )7} =

= &{(Cy —CUB)(Cy —CUO)"Y = CE{(y —UO)(y —UO)T}CT =

ce{vwhio? = coto?
Seja D = C —(UTU)*UT. Entdo, dado que CUO = 6 implica CU = I,
tem-se que:
DDT = [0 - (UTU)'UT[C - (utu)ytut)t
ppT =cct —-cuwru)t - wru)y“tutet + vty

DDT =cct — (UTU) !
Portanto, como DD" > 0 e (U'U)™" > 0 (assumindo que a inversa
existe), tem-se cov@ < covB*, pois é simples demonstrar que cov(f) =

cov(0) = a*[UTU|™! (teorema 2).
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Teorema 5 Seja E{v} =0 e covv = V. Entao o estimador BLUE de 6 ¢
dado por:

0=[U"vV'UUTV y

Prova: Como V' é uma matriz simétrica definida positiva, tem-se que V' pode
ser escrita como V. = PPT com P triangular e ndo singular. Definindo
y* = P~y tem-se que:

y=U60+v
Ply=P'U8+ P 'v

y =U%0 +v*

A partir dessa transformacgao tem-se:
cowv* = E{ly* —U*O)ly" —U*0]"} = E{P (y —U8)(y —UO) P"}

coov* = PT'VPT = pTlPPTPTT = Iy

T A _ _ , o~ .
sendo P~T = (P7Y)T = (PT)~!, uma vez que P ¢ nao singular. Com essa
transformacao a perturbacdo passa a satisfazer as condi¢oes do teorema 4.
Aplicando entdo o teorema no sistema transformado resulta:

é _ [U*TU*]—lU*Ty*
6=[Upr TP UIT\UTP TPy = [UTVIUITTUTV Yy
O termo P! é denominado filtro embranquecedor.

Teorema 6 (Gauss-Markov) Seja v um vetor aleatorio com E{v} = 0 e
E{vvT} = V. O estimador de varidancia mimima é obtido minimizando o
critério:

J=y-U60)"W(y—-U8) W=V
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2.4 Estimador de Bayes

2.4.1 Definicoes

O método de estimacao apresentado na secao anterior assume que os valores
desconhecidos a serem estimados sao deterministicos. Nos métodos de es-
timacao de Bayes os parametros desconhecidos @ sao assumidos como sendo
variaveis aleatorias e dispoe-se de alguma informagao sobre a sua fungao de
distribuicao de probabilidade, denominada informacao a-priori. Como sera
visto os métodos de Bayes obtém o estimador dos parametros desconhecidos
realizando uma combinacao desta informacao inicial com a informacao con-
tida nas medidas realizadas. Para tanto assume-se que o vetor de medidas
Yy, ¢ descrito pela equagao (2.13):

Yp = h(0,vy) (2.13)

onde h é uma funcao nao linear relacionando as varidaveis desconhecidas e a
perturbagao com as medidas. Em geral, h é uma funcao desconhecidaa.vy
é um vetor de variaveis aleatérias, com funcao densidade de probabilidade
suposta conhecida, representando as perturbacoes na medida e no sistema.
No estimador de Bayes, dada a informagao inicial sobre a funcao densidade
de probabilidade(f.d.p) do vetor de varidveis aleatérias 6, isto é, p(@) deseja-
se calcular a f.d.p da variavel aleadria 8 quando dispoe-se de um conjunto
de medidas da saida do sistema descrito por (2.13). Isto é, deve-se calcular
p(0]Y) onde: Y7 = [ yl' oyl o 9% } A nova informacao sobre o vetor
de parametros 0 é calculada utilizando o regra de Bayes conforme segue:

p(Y|0)p(0)
p(Y)

A solugao da equagao(2.14) é o estimador de Bayes, onde p(8]Y) é a
densidade a-posteriori de 8. Contudo, em geral, calcular a fun¢ao densidade
a-posteriori utilizando (2.14) é um problema complexo. Assim procura-se
obter informagao sobre alguma estatistica desta densidade, e esta informagao

é denominada estimador (@) de 8. Os diferentes estimadores de Bayes sao
obtidos otimzando algum criterio funcao do erro de estimagao dado por

p(OlY) = (2.14)
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6 = 0 — . Para tanto define-se o funcional J conforme segue:

J(0) = E(R(6)) (2.15)

A~

J(6) = / R(B)po(6)d(6)

7(6) / / R(B)poy (6, Y)d(0)d(Y)

onde pg(@) é a densidade de probabilidade marginal de 6, pgy(0,Y) ¢é a
densidade conjunta das variaveis aleatérias @ e Y. O estimador 6timo de
Bayes ¢ obtido minimizando-se o critério .J (é) Variando-se a funcao de custo
R(0) obtém-se os diferentes estimadores de Bayes. A seguir apresenta-se os
dois estimadores mais comuns citados na literatura.
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2.4.2 Estimador de Bayes de Minimos Quadrados

. ~ ~ ~T o~ , e .
Seja a fungao de custo R(0) = 6 Q0 onde () é uma matriz simétrica semi-
definida positiva. Neste caso o critério a ser minimizado pode ser escrito
como:

J(6) = / / 8" QBpoy (6.Y)d(0)d(Y)

Utilizando a definicao de funcao de densidade de probabilidade condicional
pode-se reescrever a equagao acima como:

7(6) = / { / 8" QBpory (81Y)d(8)}py (Y)d(Y)

Como py(Y') é sempre positiva, minimizar J é equivalente a minimizar a
integral interna da equacao anterior, isto é, deve-se minimizar

~ ~T  ~
Toio(6) = [ &' Qbpar(61Y)a(6)
A condigao necesséria para a minimizagao de Jpug ¢ dada por:

0Jpno(0)
00

é:éBJMQ

=20 [0 Opavioviae), , =0

é:éB]WQ

Bt / " pa (0]Y)d(8) = / " Opery (0]Y)d(6)

éBMQ:/ ope\Y(9|Y)d(9)

Oprg = E(0Y)
Esta solugao ¢ um ponto de minimo pois tem-se que:

9 Jpno(0)

= =20 >0
0%0 @
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2.4.3 Propriedades do Estimador de Bayes de Minimos
Quadrados

a) B um operador linear
Prova: Seja o estimador de Bayes de Minimos Quadrados dado por @gaq,
a matriz A e o vetor b com dimensoes apropriadas, entao:

E((ABpaiq + B)|Y) = AE(B]Y) + b= Abpyq + b

Sejam os estimadores de Bayes de variancia minima @pug € é&pupg com a
mesma dimensao,entao:

E((0+a)Y) =E(0]Y) +E(a]Y) = Opmq + dnug

b) E um estimador néo polarizado
Prova:

ACES éBMQ) ==E£(0)—-E(EO)Y)) =£(0)—-E(0)=0
¢) O erro de estimagao 0=6- éBMQ é ortogonal a qualquer funcao

g(Y).
Prova: Deve-se provar que:

~T
E{g(Y)o ;=0
Utilizando a propriedade de esperanca matematica deve-se provar que:
~T
E{g(Y)o [Y} =0
Para cada valor y de Y tem-se que:
~T ~
E{g(Y)0 |Y =y} =E{g(Y)(0 — Opumo)"[Y =y} =
AT
= g(y)E{(0" — OpQ)lY =y}

AT AT
= g(y){eBMQ - OBMQ} =0
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2.4.4 Estimador de maximo a-posteriori(MAP)

Neste caso a fungao de custo é selecionada de forma a ponderar igualmente
os erros de estimacao maiores que um valor infinetesimal. Assumindo, sem
perda de generalidade, que 8 € R, tem-se o seguinte critério de custo:

~ 0 sef<c¢
R(G)_{ 1 seéze

com 0 = 60 — fe ¢ — 0. Assim tem-se que:

/ / 8)poy (0] )d(O)py (Y)d(Y)

9+5
/ o- / Pory (01Y)d(6)}py (Y )d(Y')

Como py(Y') é positiva, para minimizar .J(6) em relacio a @ deve-se maxi-
mizar R

O+¢

| vavieiao

0—¢
Quando € — 0 esta funcao é maximizada para o valor de 0 que maximiza
P0|Y(9|Y)d(9)- Logo .

Oriap = mgXp9|Y(9|Y)
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2.5 Estimador de Maxima Verossimilhanca

Neste caso assume-se que a saida do sistema(y) pode ser descrita por um
elemento de uma familia de fungdes densidades de probabilidade p(.|@) onde
0 ¢é o vetor de parametros desconhecidos. Assim para uma medida y =
Ymed & funcdo p(y = Ymea|@) é uma funcao de 6 denominada fungao de
verossimilhanca.

Definicao: O estimador de méaxima verossimilhanca é uma funcao é(y)
tal que:

0(y) = maxp(y|6) (2.16)
Desigualdade de Cramer-Rao

Teorema 7 Desigualdade de Cramer-Rao
Seja p(y, 0) e a matriz Mg = {m;;} dada por:

Jlogp(y, 0) dlogp(y, 0)
D0, 00,

iy = Eof ) (2.17)

com 07 = [0105---0,]. Se Mg ¢ uma matriz ndio singular e seja g(y) um
estimador nao polarizado de 0,entdo:

coveg(y) > My"

Mg € denominada matriz de informacdo de Fisher.
Definigoes

a) Estimador Eficaz

Um estimador é eficaz quando ¢é valido o sinal de igualdade na desigual-
dade de Cramer-Rao.

Exemplo: Eficiéncia do Estimador dos Minimos Quadrados.Seja um sis-
tema descrito por:

y=U0+v pv)=N(0,0*1) yecRY
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Nesse caso a fungao distribui¢ao de probabilidade condicional p(y/0) é
dada por:

p(y/0) =
_ exp(—0.5(y — UO)T (a%Iy) "y — UB))
(2m)N2det[o? [ ]0-5

Como det([02Ix]"?) = (02)N/?

Inp(y/60) = In(2m) "2+

-N/2 (y — UQ)T«y —U¥)
202
(y—U0)"((y —UY)

202

+In(o?)

Inp(y/0) = —gln(%) — gzn((ﬂ) —

dnp(y/0)  Oly"y —0TUTy —y"UO+6"UTUY)

00 20200
—UTy — UTy + (UTU + UTU)0
B 202
Omp(y/0)  [-2U07(y — UD)]

00 B 202

Olnp(y/0), Onp(y/0),p
o0 e T

= (U (y - UB)(y - U0V}

T=¢{

1
= —4UTEUUTU
o

_U'U

o2

covd > E[(UTU)Yo? = covfro

que é a covariancia do estimador dos minimos quadrados. Portanto o es-
timador dos minimos quadrados é eficiente. Este resultado mostra que o
estimador dos Minimos quadrados apresenta a menor variancia entre todos
os estimadores lineares e nao lineares nao polarizados, quando a perturbacao
for Gaussiana e o sistema puder ser descrito pelo modelo y(t) = u?6 + v(t).
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Teorema 8 A condicao necessdria e suficiente para que um estimador nao
polarizado seja eficaz € que:

Olnp(y : 6) I
a0

onde M(0), independente de y, € a matriz de informagdao de Fisher.( Obs:
assume-se, sem perda de generalidade, que 6 € R.

M(6)[0es — 6] = |

b) Estimador Consistente

Um Estimador é consistente se:
lim P{||f, — 0" =0} — 1

Teorema 9 Se existir um estimador f(y) ndo polarizado de 0 que satisfaz
o limite de Cramer-Rao, isto €, ele € eficaz, entao este estimador também é
o estimador de mazrima verossimilhanca.

Teorema 10 Seja
y=U0+v pv)=N(0,V) yeR"
entao o estimador de mdrima verossimilhanca de ¢ dado por:
Orrr = [U"VUI'UTV Y = Orsarkon

Teorema 11 O estimador de mdzima verossimilhanca € consistente e nor-
mal com densidade dada por N(0, M~1)

2.5.1 Aplicagao em Sistemas Lineares com Ruido
Gaussiano

Seja
y=Hx+v

po(x) = N(xg, Xo) e py(v) = N(0,V)
E(x/y) = z0+ CryY 'y — )

z
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Copy =X — Cp,) Y 10Oy
y ~ N(Hxo, HXoHT +V)
Ey—9Ny—9" =E(Hr +v— Hxo)(Hr +v— Hrp)') =
HE((x — xo)(z — 20) VH" + Evv” + HE(x — x0)E0" +
+EvE(z — mo) T HT =
= HXH' +V
Cyo = E(y — §)(z — 20)" = HX,
Cry = XoH"
& =x0+ XoH'(V + HXoH")(y — Hao)
Cyry = Xo — XoH " (HXoH" + V) ' HX,

2.6 Estimador Linear Sequencial

Seja o sistema descrito por:
Yy =01u; +Osus + ... + Opuy, + v
y=u"0+v
o' =10,0,...6,,]

u’ = [uguy . .. up) v~ N(0,07)

Yy = uip@%—vl
Yo = u2TG+vQ

Y = uf@ + v

yr = Ur© + v
ud o2 0 ... 0
ud 0 o ... 0

U= | . Vi =
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O = ULV U ULV
onde o indice k representa que o estimador é calculado com as medidas dis-

poniveis até o instante k. Agora deseja-se obter o estimador quando realiza-se
uma nova medida, isto é, deseja-se:

ék—H = f(ék, yk-i—l)

A . T —1 —177T -1
Ort1 = (U1 Vi1 Ukt) U1 Vi Wk

Tem-se que:
~1
-1 Uk
_ _ : Vi 0
[Ug+1vk+11Uk+1] L= [UkTWkH] [ ()k p) }
Ok+1 T
Uky1
=[ UL V7' U + (1/okp)upiattg ™
Seja:
Pk:—H = [ UkT+1 Vk:rl1 Uk+1 ]_1
Py = [Pk_l + (1/0§+1)uk+1ug+1]_1

Propriedade:

X'+ H'VIH ' =X - XH'[HXH" +V]"'HX

Seja X = P! H' = wpp e Vi =1/0f,, tem-se que:

Pouy = Py — Pkuk+1[ug+1pkuk+1 + O'erl]_luerlPk (2.18)
-1
~ V O y
Ok+1 = Pry1[Uy tp41] l 0 opny ] l Yr+1 ]

ékJrl = Pii] U;?Vk_lyk + uk+1yk+1/‘713+1]

Que resulta em:

Oui1 = O + Kiepin
Ky, = Pugr /(0741 + g1 Pty
Prs1 = Pe — Peukatugy P/ (0741 + uppy Prtirsr)
€k+1 = Yk+1 — uzﬂék

O par (©F;) representa o menor nimero de varidveis caracterizando os
dados de entrada-saida que devem ser atualizados a cada nova medida.



