O Problema de Minimos Quadrados

6 de setembro de 2019

1 Relacoes basicas

1.1 Canal de medidas linear

Suponha um vetor de grandezas x de dimensao n é desconhecido. Ele é medido (ou
observado) pela i-ésima vez através de um canal de medidas imperfeito H; € R™*™  de
modo que a i-ésima medida y; é um vetor de dimensao m tal que

yi~ Hix,parai=1,...1

I é o nimero total de medidas. Note que esse problema ¢é formulado para um canal de
medidas lineares, de outra forma, a relacdo adequada seria representada por

yi ~ hi(x),parai=1,...1I.

O canal pode ser invariante nas distintas medidas de forma que ele seria representado
por uma matriz H fixa e y; ~ Hx para toda medida i. Ao empilharmos os resultado de
I medidas, adotamos a notagao vetorial,

Hy
Y H,

y: . = . :L‘:H:C
Yr H;

Considere agora o conjunto de equagoes lineares sobredeterminadas,
y~ Hx

com matriz H € RV*" ¢ N > n, y é um vetor de dimensdo N x 1 e z é um vetor
desconhecido de dimensao n x 1. A notacao escolhida é tal que N = I x m. O vetor y
nao pertence ao R(H) (range da matriz H), de forma que

y=Hzx+v

em que v é o vetor residuo, e ndo hé escolha para z que faca v = 0. A solucdo de
minimos quadrados (MQ), & é o vetor que minimiza o tamanho do vetor v, isto é,

ly — Hi||? < ||y — Hz||* (dispensando os negritos),



para todo € R™! em que || - |2 é a norma euclidiana. Com essa escolha,
|lv|| é o minimo valor.

Lemma 1 (Minimos Quadrados). O vetor & é um minimo da fungdo custo J(x) =
ly — Hz||?, se e somente se este satisfaz a equacio normal,

HTH: = H"y
e o custo minimo pode ser escrito como
J(&) = ly — Hz|]” = Iyl —y"Hz = ||y||* — || H2|

Se HTH > 0, entdo
=+ (H'H) 'H(y — Hx)

(A >0 e’A > 0 indicam respectivamente que a matriz A é semidefinida positiva
ou definida positiva.)

Prova

0 0 0
%Hy—HﬂJH2 = 5, W—Ho)(y—Hz) = o (y'y —yTHz — 2THTy + 2THT Hz) I

entao £THTH — yTH = 0 deve ser satisfeita, além disso notamos que a matrix Hessiana,

82
Srapllv — Hell? = HTH = 0

é uma matrix semidefinida positiva.
Caso HTH = 0, isto é H tem posto completo n de colunas, a matriz HTH é nao
singular e neste caso & é uma solucao tnica dada por,

&= (HTH) 'HTy
1.1.1 Minimos Quadrados Ponderado
Em muitas aplicacoes utiliza-se o critério de minimos quadrados ponderado,
J(x) = |y — Hzl[}y = (y — Hz)"W (y — Hz)
Em que W > 0 é uma matriz Hermitiana definida positiva.

Lemma 2 (Minimos Quadrados Ponderado). A solu¢ao de minimos quadrados ponde-
rado das equacoes inconsistentes y >~ Hx sao tal que

ly — Ha |l < lly — Haly



para x € R™. Ela é dada pela solucdo da equacao normal,
H'WHz=HWy
e o custo minimo pode ser escrito como
J(@) = |ly — Hiliy = lyliy —y"WHz = |yl — |2l Erwa
Se HTWH = 0, entao
t=x+ (HWH) 'H'W(y — Hz)

Note que até aqui nao se tratou o problema de estimar o pardmetro x com estrutura
probabilistica, bastou utilizar aqui a idéia de residuos para as medicoes.

2 Residuo como ruido estocastico

Entenda agora o residuo de uma forma estatistica. A equacao inconsistente e sobre
determinada passa a ser a relagao

y=Hx +e¢

em que z é um vetor constante (deterministico) desconhecido e € é um ruido ou per-
turbagao aleatéria, com media conhecida Ele] = 0 e Cov(e) = E[eeT] = R.. Nesse caso o
estimador

&= (HWH) 'H Wy
é variavel aleatoéria. Sua média é
E[#) = E[(HTWH) *H™Wy| = (HTWH) 'HWE[y| = (HTWH) 'HWHz =
portanto o estimador é nao polarizado. Sua matrix de covariancia é calculada como,
Cov(i —x) = (HWH) 'HTWRWHH WH) ™! (1)

Theorem 2.1 (Teorema de Gauss-Markov). Considere o modelo de medidas y = Hx+§
em que & € um vetor de media nula em Cov(§) = I, x© € deterministico e H tem posto
completo de colunas. O estimador definido como & = (HTH) 'Hy ¢ o estimador de
minimos quadrados dtimo linear nao polarizado de x.

Quando a matriz de covariancia é nao unitaria, Cov(e) = R, pode-se escalar a equagao
y = Hxz+e€ pela inversa de qualquer matriz L que satisfaca R, = LLT. Com isso podemos
escrever

L'y=L"He+ L 'e=L"Hx +¢,
com Cov(¢) = Cov(L te) = I.



E de acordo como teorema de Gauss-Markov, o estimador de minimos quadrados
6timo linear nao polarizado de  dado as medidas transformadas L™y, é dado por

&= (HTL L 'H)'"HTL L Yy = (HTR;'H) 'HTR 'y

o que implica que W = R-! é a escolha que conduz ao estimador 6timo. Nesse caso a
covariancia do estimador é obtida de , e é dada por

Cov(i —z) = (HTRZ1H)™?

e é a expressao da covariancia minima, no sentido semidefinido positivo.

Note que esse resultado estende a nocao que o estimador MQ faz sentido para v.a.’s
gaussianas. Quando tomamos W = R_! para o caso gaussiano, isso faz que a solugio
do MQ coincida com a solugao de maxima verossimilhanga (MV).

Aqui nao podemos fazer afirmagoes sobre a MV e MQ se as v.a.’s aleatérias envolvidas
nao forem gaussianas, porém o teorema de Gauss-Markov garante que a escolna W =
R-! = Cov(e)~! é a melhor escolha para o MQ ponderado no caso estocéstico.

3 Minimos Quadrados Regularizados

O ponto de partida do critério conhecido como Minimos Quadrados Regularizado (MQR)
é o critério M(Q modificado,

min ([lz = woll?: + |y — Hal) @)

para um canal de medida m-dimensional definido por H : R™™ em que y € R™ é o
vetor de medidas na relacao padrao,

y=Hz+e,

com E{e} = 0 e varidncia conhecida. W > 0, como visto para o MQ estocdstico, o
teorema de Gauss-Markov indica a escolha W = Cov(e) L.

A introducdo do par zp € R" e G € R™*"™ = 0 é associada as informagoes a priori,
a respeito da media e da covaridncia, respectivamente. Assim o critério em pode
ser visto como uma wversao bayesiana do M@, em que se consideram apenas os dois
primeiros parametros estatisticos—media e variancia—sendo andlogo as nocoes fracas
que se aplicam por exemplo, & nocao de estacionariedade em outro cenario.

Lemma 3 (Minimos Quadrados Regularizado). Dado par zyp € R" e G € H"™ = 0, a
solugdo de minimos quadrado regularizado das equacdes inconsistentes y ~ Hx sdo tal
que

12 —zoll& + lly — Hallfy < llo —woll&; + lly — Hz|lfy

para todo x € R™1. Elas sdo dadas por solucées da equacdo normal

G+ H'WHZz = Gzo + HWy



e o custo minimo pode ser escrito como
J(@) = [lyllfy + lzollE — (WTWH —23G)i = |lyllly — 121E+mrwa
Se G =0 e/ou HTWH > 0, entdo
& =x0+ (G+HWH) "HTW (y — Hxo) (3)

(H™ ™ representa as matrizes hermitianas (matrizes simétricas no caso real) de di-
mensao n).

Como em geral zy # x, note que a diferenga y — Hzp é composta do residuo/ruido
€, possivelmente acrescido de um valor deterministico diferente de zero.

Atualizando a solucao: MQ recursivo Conforme se aumenta o nimero de ob-
servacoes I, o numero total de dados N = m x [ cresce. Seja porque esses dados sao
tomados sequencialmente ou seja porque desejamos diminuir a necessidade de armaze-
namento, é sempre conveniente um método recursivo para o MQ, que trate as medidas
conforme elas se tornam disponiveis. O MQR serve de estrutura para essa ideia, o que
sera visto a seguir.

Suponha que no passo i — 1 foi resolvido o problema M(Q para

Yi1~ H; qx

Hy Y1

Hy Y2
H, ;= . y €Y1 =

H; 1 Yi—1

Agora suponha que no passo i, temos uma nova medida y; obtida pelo canal H;, tal que

Yi—1| _ |Hi1
)=

Resolvendo novamente o MQ ponderado, considere W; = Diag[W; Wy --- W], caso
cada conjunto de medidas i tenha um peso distinto, ou W; = Diag[W W ... W]
formada com todos elementos diagonais idénticos, caso todos os conjuntos de medidas
forem tomados com o mesmo peso. Em qualquer situagao, W; seréd formada por blocos
diagonais de matrizes Hessianas semidefinidas positivas, pois supomos que as medidas
nao sejam correlacionadas entre si para diferentes observagoes 7.

Tomando a notacdo P; = (HiTVViHi)*l, entdo P; € R" "™, e obtemos a relacao,

W._ 0 H,
-1 _ gTwWw. 5. — T T - h
Pl = HIW;H; = (H], Hi)< 0 Wz><HZ>

= H] \W,\H, 1+ HIW;H; = P\ + HIW;H; (4)



Interpretacdo: a informacao (no sentido de Fisher) é equivalente ao inverso das co-
variancias, e ela é atualizada tomando-se a informacao até o estdgio ¢ — 1 adicionada a
nova informacao sobre x, obtida de y;. Isso porque o parametro x € fixo e as observagoes
sao tomadas de forma independentes entre si.

Teremos entao,

& = (H]W;H;) " H]Wyy; = BPH]Wyy; = P (H_\W;_1yi 1 + H Wiy;)
=P, (H] \Wi_1yi—1 + HIWi(y; — Hi#;—1) + HIW;H;&;_)
=P, (H \W,_1H;_1&;_1 + HIW;H;&;_ + HIW;(y; — Hi#;—1)) (5)

pois, Hg_lwi,lyi,l = HiT_lifVi,lHi,lfci,l (eq. normal). Como também,
H] W, 1H; 1i; 1+ HW;Hi#; 1 = HHW;H;3;_1 = P, 2,4
é verdadeiro, tem-se de que,
& = i1+ P HIW;(ys — Hidti1)
= &1+ (P2 + H]WiHy) " HIWi(yi — Hidti) (6)
O que a eq. @ permite concluir é que:

1. Dado um par (&g, Py) teremos da férmula recursiva em @, a forma do estimador
recursivo para o MQ);

2. Por inspegao de @ e da solugao do MQR em vemos que a solugao recursiva é
o 6timo do critério MQR,

min J(z, ) = min ||z — &%, , + |y — Hizll},
em que G;_1 = Pf_ll.
3. Equacao de atualizagao de P; é,
Py = (P + HIW;H;) ™.

Para completar o resultado para o MQ recursivo, é possivel evitar a inversao direta
da matriz P; a cada passo indica no calculo acima. O lema (ou a identidade) de inversao
matricial garante que, para todas matrizes A, B,C e D de dimensGes compativeis, com
A e C inversiveis, vale a identidade,

(A+BCD) ' = A1~ A'B(C™' + DAT'B) ' DA™}
Aplicada as necessidades aqui, temos

— — — -1
P = (P} + HIW;H,)™' = P,_y — Py H] (W' + H;P, 1 H] )" H:P,.y  (7)



1. Lembre-se que de acordo com o teorema de Gauss-Markov, para o caso estocastico
devemos tomar W; ! = Cov(e), ou W; ! = Cov(e;) se as diferentes medidas forem
sujeitas a ruidos com caracteristicas distintas.

2. As equagoes finais do MQ recursivo sao

T; = i1 + PBH]W;(y; — Hizi—1), (eq. (6))
Py=Piy— Py H] (W + HiP o H]) HiPiy, (eq. (@)

com alguma condicao inicial (Zg, Py) dada.

Atualizando a solugao: MQ recursivo com fator de esquecimento Suponha
que as medidas venham a se tornar menos significativas, por exemplo, no caso em que o
parametro x nao é fixo, mas varia lentamente. Com isso as medidas mais recentes tém
maior significado e podemos adotar o MQ recursivo com a matriz de pesos no instante 1,
W, = Diag[W; Wy --- W;] de forma ad-hoc a atender essa situagao. Dois casos simples
podem ser utilizados,

1. Janelamento Simples. Neste caso tomamos W; = Diag[ 0 --- 0 W,_y --- W; ]
tal que W; = 0se j <i—NeW; =W parai— N < j < i a cada medida .
Significa que o tamanho da janela é N e as medidas anteriores ao indice ¢ — NV
serao descartadas no no estagio <.

Para operar o algoritmo recursivo, temos que adotar uma estimativa “inicial” Z;_n_1
com uma matrix P;__1 correspondente, e recalcular os IN passos iterativamente
a cada nova medida y;. Isso nao serd diferente de resolver o MQR em lotes de
tamanho N, tomando-se em ,

xo = #;_n-1, G = Py, e W = Diag[Pi_y -~ P].

2. Fator de esquecimento geométrico. Aqui toma-se para 0 < A < 1,
W; = Diag [\7'W XT2W . AW W],

isto ¢, cada elemento de peso é dado por W = XNIW, j <. Da eq. deduz-se
que
P = APC) + HIWH,

o que leva a equagao recursiva (mostre!)
&; = Zi—1 + PH]W (y; — Hi#i—1), (eq. (6))
1 _
Py= 5 (Pt = PoaH] AW+ HiPyHT) ™ HiPry )
E facil estender essas expressoes para o caso variante com W; e \; distintos para
cada estagio j.



4 Minimos Quadrados Nao-Linear

4.1 Regressao nao-linear: Familia de curvas conhecidas

Exemplo: Identificagao do atuador nao-linear O levitador magnético com dois
discos de imas permanentes e duas bobinas que se encontra disponivel no laboratério é
mostrado esquematicamente na Fig.

b2

d2

bl

Figura 1: Levitador Magnetico; emissor laser e sensor laser fixados em cada bobina.

O sistema é composto de duas bobinas que ao serem submetidas a corrente elétrica,
criam campos magnéticos que vao interagir com os campos dos respectivos disco magnéticos
permanentes. O sentido da corrente em cada bobina, bem como a polaridade de cada
magneto sao estabelecidos de forma a criar uma forga mecanica resultante sobre cada
disco magneto que seja:

a) Repulsiva para o magneto inferior acionada pela bobina inferior,

b) Atrativa para o magneto superior acionado pela bobina superior.

Utiliza-se um emissor de laser e um sensor correspondente, fixados na superficie de
cada uma das bobinas, de forma a se fazer medidas de posicao dos discos de forma
independente e nao intrusiva.

Ezxemplo Deseja-se através de algumas medidas obter o modelo da forca de repulsao entre
o disco e a bobina #1 quando se aplica uma corrente na bobina. Para isso faz-se algumas
medidas, variando-se a corrente na bobina e mede-se a distancia do disco, construindo
a tabela seguinte. Sabe-se a massa do disco portanto o seu peso. No equilibrio a forga

Tabela 1: Medidas da interagao entre a bobina #1 e disco #1.

posigao y; (cm) 08 1,3 155|215 |265]| 275|285 | 34 3,5
medidas v (mA) || 300 | 400 | 500 | 600 | 700 | 800 | 900 | 1.000 | 1.100




magnética produzida iguala a forca peso. A relagdo entre os campos magnéticos produz
em forgas que sao descritas na forma geral por,

a

F(u,y):m-u

em que u é a corrente que passa pela bobina e y é a posicao de equilibrio do disco, e
assim em equilibrio, F(u,y) = mg. Pode haver variagoes devido & geometria mas em
geral n = 4.

Ezercicio Deseja-se estimar através de medidas sucessivas a curva de calibracao dos me-
didores de posicao laser, isto é, determinar as fungdes y; = fi(z;),i = 1,2 que estabelega
a relacao entre a resposta do sensor x; e o valor da posicao y;. Para o disco inferior foi
obtido o conjunto de medidas mostrados na Fig.

Obtenha com o Matlab a melhor curva de regressao no sentido de erro quadrado
minimo que represente a curva de calibragdo do medidor. Faga uso do comando "\’ que
calcula a solucao.

Tabela 2: Medidas da distancia do disco obtidas pelo sensor laser.

posicao y; (cm) 0 0,5 1 2 3 4 5 6
medidas 11875 | 8709 | 7013 | 4536 | 2884 | 1852 | 1076 | 642

I I I I
0 2000 401 000 10000 12000

00 6000 8
Medidas de leitura do sensor led

Figura 2: Medidas da distancia do disco obtidas pelo sensor laser.



4.2 Minimos Quadrados Iterado (ILS)

Suponha que se tenha uma tnica medida y € R™ de um canal de medidas néao linear,
y=nh(z)+e

e a funcao h : R” — R™ é conhecida porém nao linear e com E{e} = 0 e covariancia
R.. Suponha que temos uma estimativa inicial para x,Zg = xg, com covaridncia Y.
Inspirado no minimos quadrados regularizados, MQR, podemos escrever o custo analogo,

I(y) = min (llz = wollZ: + Iy = h(@)|%-1) (8)

porém esse problema nao tem solugao direta. Uma ideia que pode funcionar se houver
convergéncia, ela ird garantir a obtencao de ao menos um minimo local de J. Tomando
a aproximagcao linear da funcao do canal de medidas h em torno da estimativa inicial,
tem-se

h(z) = h(zg) + Ho(z — x0) + O(||z — x0]?)

em que Hy = %h(zﬂx:xo é a matriz jacobiana de h calculada em zy. Assim, (13| é
dado de forma aproximada por

J(20) = min (|l = woll%: + 120 — Hoz |3+ ) (9)
x 0] €
com zg =y — h(zg). A solugao é conhecida, dada pelo Lema
&1 = x0 + (G + HJWHo) " "HTW (20 — Hozo) (10)

comW=R1leG=3; 1. Note que o residuo pode ser melhor calculado como y — h(z)
e com isso a forma final do estimador é

i1 = w0+ (G + HYWHo) "H™W (y — h(z0)) (11)

Podemos propor um algoritmo recursivo, notando-se que a matriz de covariancia do
estimador x; seria dada por

Pt =3+ HIR ' H,
o que leva ao algoritmo MQ iterado, ou ILS (Iterated Least Square),

Dados zg e ¥y e a medida y, toma-se k = 0,

A ) B 0
Tpy1 = & + P H] R, Yy — h(zg)), com Hy = —xh(x)‘

O r=x0’
Pe= (S0 + HIRUHY) ™, k=k+1,

10



MQ nao-linear com medidas sucessivas simplificar o texto
Suponha uma sequéncia de medidas tnica medida y € R™ de um canal de medidas
nao linear,
y=h(z)+e

e a funcao h : R™ — R™ ¢ conhecida porém nao linear e com E{e} = 0 e covariancia R,.
Suponha que temos uma estimativa inicial para x, £y = xg, com covariancia Fy. Inspirado
no minimos quadrados regularizados, MQR, podemos escrever o custo analogo,

I(y) = min (llz = woll: + Iy = h(@)|%-1) (12)

porém esse problema nao tem solugao direta. Uma ideia que funciona e se convergir
garante ao menos um minimo local de J é obtido se tomarmos a aproximacao linear em
torno da estimativa inicial para h,

h(m) = h(zo) + Ho(z — Z'()) + O(||w — x0||2)

em que Hy = %h(mﬂx:xo é a matriz jacobiana de h calculada em xg. Assim, é
dado de forma aproximada por

J(20) = min (|l = wol2 1 + |20 — How|%-1) (13)
com zp =y — h(zp). A solugao é conhecida, dada pelo Lema
&1 =m0+ (G + HJWHo) " "H™W (20 — Hozo) (14)

com W = R-leG = Py ! Podemos adotar, andlogo ao algoritmo recursivo que a
matriz de covariancia do estimador x; seria dada por

Pt =Pyt + HJWH,
o que leva ao algoritmo MQ nao-linear recursivo,
Dados zg e Py e a medida y, toma-se k = 0,

. . _ 0
$k+1 = J/‘k + PkH]erRE l(y - h’(gjk))7 com Hk = %h(l‘)‘x:mo)
Piy1 = Py — PoH] (Re + HyP HY) ' HyPy, k=Fk+1,

11
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