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MINIMOS QUADRADOS

EQUACAO MATRICIAL DE RICCATI:

= Sistema Invariante no tempo: matriz dindmica F'(k) = F, matriz de entradas
do sistema G(k) = G, matriz de observacdo (ou medida) H(k) = H, covariancia
do sistema (k) = () e covariancia da observa¢do R(k) = R.

Compondo as equagdes da matrizes de covariancia Py € Py,

Pip—1 = FB_1p1 FT+Q
Py = Pyjp—1 — Pup—1 HT(H Py HT + R) ™ H Py

— fazendo substituicdo e denotando simplificadamente P ;_; por I, obtém-se

a equacao Matricial de Riccati para o KF:

Py =F(P,— PLHT(HP.H" + R) 'HP,)FT+Q (1)
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MINIMOS QUADRADOS

EQUACAO MATRICIAL DE RICCATI:
m Perguntas:

1. Dado Fy > 0, seria possivel que lim;_.oo P = P > 0, que seria solucdo da

equacao

P=F(P—~PH (HPH™ + R 'HP)FT +Q (2)

2. Serd a solugdo Pem (2) acima Unica, ou seja qualquer que seja Py > 0 a

recorréncia matricial em (1) converge sempre para o mesmo valor?

3. Considerando o ganho de Kalman W = PHTS ! com S = R+ HPHT, e a
notacdo Iy, = Ty e 1 = Tp, a equagdo de estimagdo do filtro pode ser

re-escrita como:

Tl = Tyt + Wi
= F7). + Guy + W(Zk_H — ka:—H)
= (F — WHF)EC\]{ + (G — WHG)uk + Wz
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MINIMOS QUADRADOS

EQUACAO MATRICIAL DE RICCATI:

ou ainda
Tri1 = Fo) + Guy,
= F (T + W) + Guy,
= (F — FWH)Z, + Gui + FW z,

e sera possivel que F' — F'W H seja estavel, implicando que o filtro de Kalman

sera estavel, ainda que o sistema dinamico indicado por F' nao seja estavel?

IWKH%HEDADESIM&EQUAQAO:MATRHHALﬁDEIHCCATk

Fato 1. Considere (1) e Py = €l; entdo P, < Py, para todo k > 0.

Subtraindo-se (1) expressas em dois instantes subsequentes tem-se que:
Pryo = Pepy = (F = Wit H)(Bryy — P)(F = Wi H)T+
+ (Wi — Wi) Sp(Wier — Wi)T
em que S, = HP.HT + R.
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MINIMOS QUADRADOS

PROPRIEDADES DA EQUACAO MATRICIAL DE RICCATI: FATO 1

s Prova do Fato 1 De (1),

Py = FP.FT — FP,HT(HP,HT + R) '"HP.FT + Q
— (F =W H)P(F — W.H)T + W,RTW/ + Q
com

Wy = FP.HT[HP.H™ + R]™' (ganho de Kalman, versio 2!)
Agora, avaliamos diferencas sucessivas,
Piyo — Pry1 = (F - Wk+1H)<Pk+1 - Pk:)(F - Wk+1H>T
+ (F = Wy H)Py(F — W, H)T
—(F = WyH)Py(F — W, H)T
+ ]7{/}¢_F],1F21-‘7L721+_1 — .L17351F21-‘7L721
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MINIMOS QUADRADOS

PROPRIEDADES DA EQUACAO MATRICIAL DE RICCATI: FATO 1
Ou ainda,

Piyo — Pipy = (F = Wi H)(Pipr — B)(F = Wi H)T
— Wi HP,FT — FRLHTW] | + Wi HPLH Wiy
+ WiHPFT + FP.H™W! — W, HP.H™W,
+ Wi BW], | — W RW]
= (F' = Wi H) (P — Pp)(F — Wi H)T
— Wi WT — WRILWT, | + Wi LW
+ WL + WilLW] — Wil W]
= (F'= Wi H) (P — Pp)(F — Wi H)T
+ (Wig1 — Wi)lly(Wiyr — Wi)T >0
em que representamos [l = [HP,HT + R].
Portanto, se Py = €I, entdo P, = e(F — W H)(F —WyH)T+ WoRTW] +Q >
el = Py portanto, P, — Fy > 0.

Segue por inducao que - -- P, < P, < --- e o fato 1 esta provado.
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MINIMOS QUADRADOS

PROPRIEDADES DA EQUACAO MATRICIAL DE RICCATI: FATO 2

Fato 2. Suponha que o par (F, H) seja observavel. Entdo existe matriz [T > P
para todo £ > 0.

m Prova do Fato 2:

Considere o sistema deterministico

Ty = Fay
zr=Hux,
assim, x; = F*xy e 2, = HF"xy. Empilhando:

20 H
21 HF

Zn—1 HF"1

a matriz a direita é matriz de observabilidade O.

|Back| |NEXT)|
7/12




MINIMOS QUADRADOS

PROPRIEDADES DA EQUACAO MATRICIAL DE RICCATI: FATO 2

Para se obter a condicao inicial a partir das observacoes z, considere M = OTQ,

entao

M‘lOT . = Xy

~> Escrevendo agora o sistema linear estocastico no k£ + 1,

Thti = szk + F(i)glm
i = HF'zp, + HF(i)ek’i + Wi

e pré-multiplicando por (H F")T cada termo acima e somando 1 =0,...,n — 1,
n—1 n—1 n—1
S (F)H 2y =Y (F)THTHF'z) + Z (FOTHTHT (i)"Y “(F)THT Hwyy,
1=0 1=0 1=0 1=0
n—1
=070z, + » (F)THTHT (i) + Z (F)THT Hwy,s
1=0 1=0
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MINIMOS QUADRADOS

PROPRIEDADES DA EQUACAO MATRICIAL DE RICCATI: FATO 2

E assim,
n—1 n—1
cov(xy) < cov(z (FOYTHTHT (i) ) + COV(Z(F’)THTHwkH)] — 1
1=0 1=0
e como P < cov(xy), mostramos que Pj. < II para todo k. O]

~> Até aqui temos que se Fy = €/, entdo Fy < P, < -.- < P. < I do fato
que (I, H) é um par observavel. Convergéncia da sequéncia P,k = 0,1,... se

verifica, pois considere vetores coordenados

0
e; = (1 somente na j-ésima posicdo)

0

~>  Assim e}Pkej é crescente e limitado acima por e]T-Hej, e todos os elementos

diagonais convergem.
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MINIMOS QUADRADOS

PROPRIEDADES DA EQUACAO MATRICIAL DE RICCATI: FATO 2

~> Para elementos fora da diagonal, a conclusido segue tomando
(ej +er)"Ple; + er)
Entdo no limite, P, * P que satisfaz a equagdo algébrica de Riccati (EAR)

P=F(P—-PHYHPH + Ry 'HP)FT +(Q

Se pudermos mostrar que para qualquer Py = 01, 6 > 0 temos a convergéncia
P\, P, entdo seque que para qualquer Fy > 0 temos que P, — P pois
PRl <Py<38IN,P (3)

Segue também que que a equacao algébrica de Riccati tera uma unica solucao na

classe de matrizes semipositiva definida.

|Back| |NEXT)|

10/12



MINIMOS QUADRADOS

IHKHHHEDADESIM\EQUAQAO]MATRKHALIHDRKXHUH:EBTABHJDADE

Fato 3. Suponha que o par (F, H) seja observavel, (F,Q/?) seja controlavel e
R > 0. Entdo F — WH com W = FPHTS™! é estavel, e P > (0 é a solucdo

tnica de (2).

= Prova do Fato 3: Supondo que (F, H) seja observavel, (F,Q'/?) seja con-
troldvel e R > 0. Suponha que (F' — W H), ndo seja estdvel, isto é existe e v tal

que
(F—WH)™w = A\v, com |\ > 1

Considerando a EAR
P=F/P—-PH(HPH +R)""HP)F"+Q
= F(P—PHTS'HP)FT + Q)
— FPFT— (FPHTS Y (HPHT + R)(ST'HPFT) + Q
= (F—WH)P(F-WH)"+WRWT+Q
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MINIMOS QUADRADOS

IHKHHHEDADESIM\EQUAQAO]MATRKHALIHDRKXHUH:EBTABHJDADE

Considerando o autovetor v, e prémultiplicando por vT e pdsmultiplicando por v,
TPy = | A\*0TPv + oTWRWTv +0vTQu > |A[*0TPu
e a linica possibilidade é que |\|*> = 1, e além disso,
(F'—WH)w=uv, WTy =0; QY2 =0
ou ainda
Flo=u QY% =0 = UT(Q1/2 FQY?. .. Fn—lQl/Q) —0
o que contradiz o fato que o par (F, Q1/2) é controlavel, portanto

F-WH=F — FPHTS™! é estavel.

|Back| |NEXT)|

12/12



