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ḿınimos quadrados

equação matricial de riccati:

Sistema Invariante no tempo: matriz dinâmica F (k) = F , matriz de entradas

do sistema G(k) = G, matriz de observação (ou medida) H(k) = H, covariância

do sistema Q(k) = Q e covariância da observação R(k) = R.

Compondo as equações da matrizes de covariância Pk|k e Pk+1|k,Pk|k−1 = FPk−1|k−1F
ᵀ + Q

Pk|k = Pk|k−1 − Pk|k−1Hᵀ(HPk|k−1H
ᵀ + R)−1HPk|k−1

↪→ fazendo substituição e denotando simplificadamente Pk|k−1 por Pk, obtêm-se

a equação Matricial de Riccati para o KF:

Pk+1 = F (Pk − PkHᵀ(HPkH
ᵀ + R)−1HPk)F

ᵀ + Q (1)
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ḿınimos quadrados

equação matricial de riccati:

Perguntas:

1. Dado P0 ≥ 0, seria posśıvel que limk→∞ Pk = P ≥ 0, que seria solução da

equação

P = F (P − PHᵀ(HPHᵀ + R)−1HP )F ᵀ + Q (2)

2. Será a solução P em (2) acima única, ou seja qualquer que seja P0 ≥ 0 a

recorrência matricial em (1) converge sempre para o mesmo valor?

3. Considerando o ganho de Kalman W = PHᵀS−1 com S = R + HPHᵀ, e a

notação x̂k|k = x̂k e x̂k|k−1 = xk, a equação de estimação do filtro pode ser

re-escrita como:

x̂k+1 = xk+1 + Wνk+1

= Fx̂k + Guk + W (zk+1 −Hxk+1)

= (F −WHF )x̂k + (G−WHG)uk + Wzk+1
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ḿınimos quadrados

equação matricial de riccati:

ou ainda

xk+1 = Fx̂k + Guk

= F (xk + Wνk) + Guk

= (F − FWH)xk + Guk + FWzk

e será posśıvel que F − FWH seja estável, implicando que o filtro de Kalman

será estável, ainda que o sistema dinâmico indicado por F não seja estável?

propriedades da equação matricial de riccati:

Fato 1. Considere (1) e P0 = εI ; então Pk ≤ Pk+1 para todo k > 0.

Subtraindo-se (1) expressas em dois instantes subsequentes tem-se que:

Pk+2 − Pk+1 = (F −Wk+1H)(Pk+1 − Pk)(F −Wk+1H)ᵀ+

+ (Wk+1 −Wk)Sk(Wk+1 −Wk)
ᵀ

em que Sk = HPkH
ᵀ + R.
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ḿınimos quadrados

propriedades da equação matricial de riccati: fato 1

Prova do Fato 1 De (1),

Pk+1 = FPkF
ᵀ − FPkHᵀ(HPkH

ᵀ + R)−1HPkF
ᵀ + Q

= (F −WkH)Pk(F −WkH)ᵀ + WkR
ᵀW ᵀ

k + Q

com

Wk = FPkH
ᵀ[HPkH

ᵀ + R]−1 (ganho de Kalman, versão 2!)

Agora, avaliamos diferenças sucessivas,

Pk+2 − Pk+1 = (F −Wk+1H)(Pk+1 − Pk)(F −Wk+1H)ᵀ

+ (F −Wk+1H)Pk(F −Wk+1H)ᵀ

− (F −WkH)Pk(F −WkH)ᵀ

+ Wk+1R
ᵀW ᵀ

k+1 −WkR
ᵀW ᵀ

k
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ḿınimos quadrados

propriedades da equação matricial de riccati: fato 1

Ou ainda,

Pk+2 − Pk+1 = (F −Wk+1H)(Pk+1 − Pk)(F −Wk+1H)ᵀ

−Wk+1HPkF
ᵀ − FPkHᵀW ᵀ

k+1 + Wk+1HPkH
ᵀWk+1

+ WkHPkF
ᵀ + FPkH

ᵀW ᵀ
k −WkHPkH

ᵀWk

+ Wk+1RW
ᵀ
k+1 −WkRW

ᵀ
k

= (F −Wk+1H)(Pk+1 − Pk)(F −Wk+1H)ᵀ

−Wk+1ΠkW
ᵀ
k −WkΠkW

ᵀ
k+1 + Wk+1ΠkW

ᵀ
k+1

+ WkΠkW
ᵀ
k + WkΠkW

ᵀ
k −WkΠkW

ᵀ
k

= (F −Wk+1H)(Pk+1 − Pk)(F −Wk+1H)ᵀ

+ (Wk+1 −Wk)Πk(Wk+1 −Wk)
ᵀ ≥ 0

em que representamos Πk = [HPkH
ᵀ + R].

Portanto, se P0 = εI , então P1 = ε(F −W0H)(F −W0H)ᵀ+W0R
ᵀW ᵀ

0 +Q ≥
εI = P0 portanto, P1 − P0 ≥ 0.

Segue por indução que · · ·Pk ≤ Pk+1 ≤ · · · e o fato 1 está provado.
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ḿınimos quadrados

propriedades da equação matricial de riccati: fato 2

Fato 2. Suponha que o par (F,H) seja observável. Então existe matriz Π > Pk

para todo k > 0.

Prova do Fato 2:

Considere o sistema determińıstico

xk+1 = Fxk

zk = Hx
k

assim, xk = F kx0 e zk = HF kx0. Empilhando:
z0

z1
...

zn−1

 =


H

HF
...

HF n−1

x0
a matriz a direita é matriz de observabilidade O.
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ḿınimos quadrados

propriedades da equação matricial de riccati: fato 2

Para se obter a condição inicial a partir das observações z, considere M = OᵀO,

então

M−1Oᵀ


z0

z1
...

zn−1

 = x0

; Escrevendo agora o sistema linear estocástico no k + i,

xk+i = F ixk + Γ(i)εk,i

zk+i = HF ixk + HΓ(i)εk,i + ωk+i

e pré-multiplicando por (HF i)ᵀ cada termo acima e somando i = 0, . . . , n− 1,

n−1∑
i=0

(F i)ᵀHᵀzk+i =

n−1∑
i=0

(F i)ᵀHᵀHF ixk +

n−1∑
i=0

(F i)ᵀHᵀHΓ(i)νk,i +

n−1∑
i=0

(F i)ᵀHᵀHωk+i

=OᵀOxk +

n−1∑
i=0

(F i)ᵀHᵀHΓ(i)νk,i +

n−1∑
i=0

(F i)ᵀHᵀHωk+i
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ḿınimos quadrados

propriedades da equação matricial de riccati: fato 2

E assim,

cov(xk) ≤M−1[cov
(n−1∑
i=0

(F i)ᵀHᵀHΓ(i)νk,i
)

+ cov
(n−1∑
i=0

(F i)ᵀHᵀHωk+i

)
] = Π

e como Pk ≤ cov(xk), mostramos que Pk ≤ Π para todo k. 2

; Até aqui temos que se P0 = εI , então P0 ≤ P1 ≤ · · · ≤ Pk ≤ Π do fato

que (F,H) é um par observável. Convergência da sequência Pk, k = 0, 1, . . . se

verifica, pois considere vetores coordenados

ej =


0
...

1

0

 (1 somente na j-ésima posição)

; Assim eᵀjPkej é crescente e limitado acima por eᵀjΠej, e todos os elementos

diagonais convergem.
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ḿınimos quadrados

propriedades da equação matricial de riccati: fato 2

; Para elementos fora da diagonal, a conclusão segue tomando

(ej + e`)
ᵀPk(ej + e`)

Então no limite, Pk ↗ P que satisfaz a equação algébrica de Riccati (EAR)

P = F (P − PHᵀ(HPHᵀ + R)−1HP )F ᵀ + Q

Se pudermos mostrar que para qualquer P0 = δI, δ > 0 temos a convergência

Pk ↘ P , então seque que para qualquer P0 ≥ 0 temos que Pk → P pois

P ↖ εI ≤ P0 ≤ δI ↘ P (3)

Segue também que que a equação algébrica de Riccati terá uma única solução na

classe de matrizes semipositiva definida.
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ḿınimos quadrados

propriedades da equação matricial de riccati: estabilidade

Fato 3. Suponha que o par (F,H) seja observável, (F,Q1/2) seja controlável e

R > 0. Então F −WH com W = FPHᵀS−1 é estável, e P > 0 é a solução

única de (2).

Prova do Fato 3: Supondo que (F,H) seja observável, (F,Q1/2) seja con-

trolável e R > 0. Suponha que (F −WH), não seja estável, isto é existe λ e v tal

que

(F −WH)ᵀv = λv, com |λ| ≥ 1

Considerando a EAR

P = F (P − PHᵀ(HPHᵀ + R)−1HP )F ᵀ + Q

= F (P − PHᵀS−1HP )F ᵀ + Q

= FPF ᵀ − (FPHᵀS−1)(HPHᵀ + R)(S−1HPF ᵀ) + Q

= (F −WH)P (F −WH)ᵀ + WRW ᵀ + Q
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ḿınimos quadrados

propriedades da equação matricial de riccati: estabilidade

Considerando o autovetor v, e prémultiplicando por vᵀ e pósmultiplicando por v,

vᵀPv = |λ|2vᵀPv + vᵀWRW ᵀv + vᵀQv ≥ |λ|2vᵀPv

e a única possibilidade é que |λ|2 = 1, e além disso,

(F −WH)ᵀv = v; W ᵀv = 0; Q1/2v = 0

ou ainda

F ᵀv = v; Q1/2v = 0⇒ vᵀ(Q1/2 FQ1/2 · · ·F n−1Q1/2) = 0

o que contradiz o fato que o par (F,Q1/2) é controlável, portanto

F −WH = F − FPHᵀS−1 é estável.
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