Chapter 5

Estimacao de Parametros em
Sistemas Dinamicos Descritos
por Equacoes a Diferencas

5.1 Sistemas Monovariaveis

Modelo ARX:
Alg Yyr = Blg™Hup, + wi (5.1)

com

Al =14ai g +.. . +anqg™
B(q_l) = blq_1 + ...+ ban_nb
em que y; € a saida do processo, uy € a entrada e w; é a perturbacao de

natureza estocdastica. As dimensoes dos vetores da saida e entrada do modelo
do sistema sao n, e n,. Da equagao (5.1) tem-se que:

Yk = —Q1Yk—1 — Q2Yk—2" " — UnyYh—ng T 01UR_1 "+ + bppUp_np + Wi
Definindo:
T
Pk = [_yk—l vt T Yk—na Ug-1 uk:—nb}
0=1[ar - an, bi --- bnb]T

com @ € RP, 6 € RP com p = n, + ny, sendo p o nimero de parametros a
ser estimado. Assim,
Ye = ©i 0 + Wy (5.2)



Realizando um conjunto de N medidas tem-se que:

Y1 901T w1
T
Y W
o A T (5.3)
YN @% WN
ou
YN = (I>n9 + wy
com
T
Yy (i w2 yn|
o = SO,Q e RVxp
ON
T

5.2 Comportamento do Estimador dos Minimos
Quadrados

Conforme ja desenvolvido na disciplina, o estimador dos minimos quadrados
¢é obtido minimizando a equacao abaixo:

J =Yy — On0]T Yy — OnO)T (5.4)
Da minimizacao resulta:

g = [@LoN]TOL YN (5.5)

Propriedade: O estimador dos Minimos Quadrados é assintoticamente
nao polarizado se o ruido w; formar uma sequéncia de varidveis aleatérias
nao correlatas.

Prova: Seja o modelo

Al Dy = Blq ) ug + wi
B q_l)u 1 N (5.6)
W= A" T A



Definindo,

B(¢) 1
TP R TP

tem-se que

Yk = Y + Uk (5.7)
Utilizando a construcao matricial com

Y1 U1

Yv=1|:|, W=]:
YN UN

podemos escrever de (5.7) que para um conjunto de N dados vale

Yy = &80+ Vy

em que a matriz ¢ foi decomposta em

Oy =[-Yy | Uyl

—V1_p, 0O --- 0
I—Yﬁ | Un]+ : : = oL + 3% (5.8)
q:]% | —UN cr —UN_p 0O --- 0 |
3

para quando n = n, = n; por facilidade, mas vale para qualquer dimensoes
ng € np. Da representacao acima, podemos escrever também que

Yy = 00+ Vy =[Oy — P4 ]60 + Vv

Da solugao do MQ in (5.5) podemos escrever que

briq = [P5 PN T1OL YN = [0L PN TTOL(PN0 + Vi)
= [P PN] 'O (P — PR ) + Viv]
=0 — [®L PN OL [P0 + V]

Tomando-se o valor esperado,

(5.9)

E[fy] = 0 — E{[®%Oy] 0% [0%6 + Vi)

e a polarizacao py do estimador é facilmente identificada como,
py = E{[@}n]7"OF [@30 + Vi]}

3



Conceitos

e O limite limfy quando N — oo é entendido como um limite em prob-
abilidade e indicado por X
P—lim (9N

N—o0

significa que lim supy_, o, P(|9A]\£ — 0| > ¢) =0, em que § é a v.a. limite.
Queremos evidentemente que 6 = 6.

e Se as matrizes Ay e By convergem em probabilidade,

-1
P lim (Ay) !By = (P—nm AN> P_lim By

N—o0 N—oo N—oo

Utilizando as propriedades acima,

dTdy]1" OLpY TV,
P—lim p= {P—lim N N} {P—lim NZN _p_lim X
N—o00 N—ooo N N—oo N—oo N

R
Para que o estimador MQ de 6 seja nao polarizado é necessario que R = 0.
Analisando os termos de R:

1. Da representagao de ®% em (5.8), temos que

e portanto,
. Ly C: 0
P, - [o.o]

e Cy e C sao matrizes de covariancia com

Coo(0) -+ Cup(n—1)
C = COV(’Uk, Uk+i)i:1,...n = e ) (510)
Cp(n—1) -+ Cu(0)

supostas aqui definidas positivas.

2. Note que

CN(]-) 1)
LV = — :
CN(nv 1)



Assim observamos que a polarizacao py no limite é expressa como,

&io —C,(1,1)
—1i =M1 |- e — ;
Pty =3 | |G ]9 -
' —Cyy(n, 1)
Assim por inspecao se e somente se,
~Cu(1,1) Cuu(0) o
Ca= : a=— : a, em que a = ?
—Cyy(n, 1) Cuo(n) a

o estimador serd ASSINTOTICAMENTE NAO POLARIZADO!
Essa condigao s6 ocorrera quando a perturbagao wy atuando no processo
for branca. Neste caso o modelo de perturbagao vy é dado por

1
A
ou
Vp = —Q1Vp—1 " — Ay + Wk
Dessa forma, tem-se que
C.(0)
Cu(1) = —a;C(0) -+ — a,Cpp(n — 1) <= Ca == — : a
Cu(n)

e esta é a Unica situacao em que o estimador de MQ sera nao polarizado, ou
seja somente quando

B(q™! N 1
Yk = - Wk
Alg™") Al
ewg, k=1,2,... é uma sequéncia de ruido branco.

Essa analise confirma e conclui que a unica forma possivel para que a
estimativa paramétrica utilizando o estimador MQ sera quando o sistema
estocastico admitir um modelo ARX ou AR.
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5.5 Meétodo de Variavel Instrumental

Um método global que fornece estimadores assintoticamente nao polarizados
quando a perturbagao atuando no processo nao pode ser modelada por um

ruido branco.

e Idéia - Gerar um novo sinal (variavel instrumental) que é correlacionado
com os sinais do processo, mas nao é correlacionado com a perturbagao.

Seja o sistema modelado por:
YN = CI)NQ +en

Definindo como Zy a variavel instrumental, tal que:
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10CAPITULO 5. ESTIMACAO DE PARAMETROS EM SISTEMAS DINAMICOS DESCRI

elzfen}=0 o e{Zfan}=vy

com 1 uma matriz nao singular. Multiplicando-se o modelo do sistema
pela variavel instrumental resulta:

ZLYNn = ZLON0 + Zen

1 1
- [Z]TVcDN] 2TV — [Z}V“@N] Zlen
Define-se o estimador variavel instrumental como:
. 1
by) = [Zﬁch} 72TV

Propriedade: O estimador variavel instrumental é assintoticamente nao
polarizado
Da equagao do Estimador Variavel Instrumental pode-se escrever que:

lim géV[ = P lim éV]

N—oo N—oo

—1 —1
— P lim [ZJTV@N} [ZJTV@N}M [P Tim ZJTvcpN} [P Jim Z]TveN]

N—oo

Resta o problema pratico da escolha de escolha de Z; ou Zy. Escolhas
comumente utilizada na literatura sao:

90% = [ “Yk-1 -+ TYk-m, Uk-1 ... Uk—n, ]
Zg = |: _yz_l e _yz_na Ug—1 o Uk—ny ]

onde y; sao obtidos utilizando o seguinte modelo auxiliar

Alg Yy = Blg Y,

Deve-se observar que neste caso nao se estima os parametros do modelo
do ruido.
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5.5. METODO DE VARIAVEL INSTRUMENTAL 11

Algorithm 1 Algoritmo da Variavel Instrumental

Ovr = Ouq

Calcular y* por A(¢™V)y; = B¢ )w
Obter ZL € ZN

Calcular éw

Teste de parada

Convergéncia?

5.5.1 Versao Recursiva
Nao é analoga a versao global como no estimador MQ. Neste caso se in-

terrompe o processo iterativo. Dedugao analoga ao estimador dos MQR
utilizando o lema da inversao.

ék+1 = O+ K1 (yk+1 — <P£+1ék)

Ky = Prze NZo € igual ao VI em lote,
1+ ¢} Pezia como ocorre com o MQ e
P T p MQ recursivo
kZk+1Pk 111k
Peyr = By — T
L+ ©p i1 Przes
T —1
Pry1 = [Zkﬂq)kﬂ}
yi = 2.0k
T
zp = [ “Yio1 o Ypop, Uk—1 .- Uk_p, }

e A matriz P, nao é Definida Positiva. Este problema pode ser contor-
nado utilizando-se a Varidvel Instrumental Simétrica.

e Varidvel Instrumental Simétrica

P, = (227!
Przii12i, Py

P = Pi—
" 1+ 2541 Prezia
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5.6 Estimador dos Minimos Quadrados Gen-

eralizados

Seja o sistema descrito por:
Al )y = Bla™"Jur + vy

Este método utiliza um modelo auto-regressivo para a modelagem do
ruido vy
D(q Y, = ey onde e, : ruido branco

Neste caso a fungao de transferéncia D(¢!) devera conter a informagao
sobre a matriz de covariancia da perturbacao.
Utilizando o modelo da perturbacao no modelo do sistema resulta que:

Alg " yr = B(q Dug + D' (g )ex
ou

D(g )A(g " )ys = D(¢ ) B(g™ " ur + ex (5.14)
Definindo

a equacao (5.14) torna-se:
Alg Yyx = Bla Mug + ex (5.15)

Como e, é um ruido branco pode-se obterum estimador assintéticamente
nao polarizado para os parametros estimados A e B utilizando-se o estimador
dos minimos quadrados na euqagao acima.Resta o problema de se estimar os
parametros de D(¢™!) que sao desconhecidos.

Problema: D(q™!) é desconhecido.

Vamos estimé-lo a partir dos valores estimados A(g™") e B(g™'):

i = Alg™ )k — Blg™ )

Obtém-se o estimador D(g~!) utilizando o método dos minimos quadra-
dos no modelo
D (q_l)f}k = €L
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Algorithm 2 Algoritmo do Estimador dos M. Q. Generalizado

D(gh)=1 .
Calcular yI' = D(¢7V)yx e ul = D(¢7V)up
Obter estimador MQ de A e B Convergéncia?

Calcular 0, = A(qYyr — B¢ Huy,
Obter estimador MQ de D(q™!)
Teste de convergéncia. Fim ou volta ao passo 2

5.7 Algoritmo da Matriz Estendida

Este algoritmo foi desenvolvido, na literatura, utilizando um modelo média-
movel para a perturbacgao vy

Alq Ny = Bla™)ux + oy (5.16)

v = C(qg Hex, e, branco
O algoritmo é denominado matriz estendida porque se constréi um novo
vetor ¢, como extensao do vetor ¢y utilizado no estimador dos minimos

quadrados.
Utilizando o modelo (5.16) pode-se escrever que:

Alq yr = Blq Hur + Cq en

com
SO;Z;F = [—yk—l oo TYkn, Uk-1 ... Uk—pn, €k-1 --. ek—nc]
0T = [al cee Qp, by by, o L cnc]

Assumindo que ej, é mensurdvel, a equagao (5.17) é equivalente a utilizada
para se obter os estimador dos minimos quadrados.
O estimador recursivo é dado por:

Opsr = Op + Kpa (yk:-H - Sﬁgﬂék)

K — Prog+1

1

i 1+ of oy Peprn
Pk@k—i—l(pg—&-lpk

Pk:+1 - k

1+ ¢l Peprn
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Como a seqiiéncia e, nao é mensuravel, ela é estimada por

N ’11A
ek = Yk — Qi -1

5.8 Estimador de Maxima Verossimilhanca
Aproximado

O estimador dos minimos quadrados pode ser obtido minimizando o seguinte

critério:
K
1

Je=35 > we— 90" (e —90) (5.18)

t=1
onde y; — 9 = wy € 0 erro previsto obtido a partir do modelo do processo.
Seja o modelo dado por:

Al Ny = Blg Hur + Clg ey,
Neste caso o erro previsto é dado por:
we = CH @ Al e — Bla e}

SeA—>A,B—>Beé—>0,entéowk—>ek.
O critério (5.18) torna-se:

K
1
=5 ;wfwt (5.19)

O algoritmo de méaxima verossimilhanca recursivo é obtido a partir das
seguintes hipoteses simplificadoras:

a. 0, é um ponto de minimo de Ji;

b. Aproximagao de segunda ordem do critério Jyi1, em torno do tltimo
valor estimado 6.

A~ N A 1 ~ " N A
Je41(0) = Jeg1(0k) + Jiy1 (00) (0 — O0x) + 5(9 — 01)" o1 (61) (0 — 6y)
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onde J'(.) e J"(.) sdo respectivamente, as derivadas de 1.* e 2. ordem do

critério dado pela equagao (5.18).
Minimizando o critério Ji41(0) obtém-se o estimador no instante k + 1

‘9k+1 = Qk + Jk: (Gk) |: — Jl/€+1<ék)}

esta equacao corresponde a 1.% iteracao do método de Newton-Raphson.

Cilculo recursivo de J'(.) e J"(.).
Da equagao (5.19) tem-se que:

Tea(0) = H(0) + 51O (0) (5.20)

Jl/c+1(9) = Jl/c(e) + W;c+1wk+1

Como 6 = 6, é um ponto de minimo de J,(.), tem-se que:
linearizac&o do erro previsto

) 5 com r it rametros
1 (0k) = W (D) w1 (0) com respeito aos parame

,;’H(ék) = JI'(6,) + W;C—I—l(@/f)wk—i—l(@k) + outros termos
Supondo J,;’(HA ) = J,;’(ékﬂ), pode-se escrever que:
k+1(9k) Jllc,(ék—l) + wl,chl(‘gk)warl(ek)

Definindo:

R+l = W;c-s-l(ék)
Pey1 = Jk+1_1(9k>

tem-se

Op1 = Op+ Kkﬂwkﬂ(ék) vide eq. Newton-Raphson

Ky = Pk+1<_2k+1>

T
szk—i-lzk_HPk



vide eq. Newton-Raphson
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com
TA
Wetl = Yr — POk
T ~ ~
Pr = [—yk—l coo TYk-1-n, Ug—1 ... Ug—1-pn, Wg—1 .. wkflfnc}

Clg Nwr = Alg ye — B(g ")k
Clg M = v — ot b,

logo
Clqg Yz = —¢r
¢ P
K _ k+1Pk+1
k+1 C(qil)

Obs.: As hipoteses simplificadoras deste algoritmo sao validas apds o
transitorio. Portanto este algoritmo é inicializado com os resultados do esti-
mador da matriz estendida.

Lista no. 4 Identificacao Paramétrica

5.9 Algoritmos de Identificagcao Adaptativa

Quando o algoritmo dos minimos quadrados converge os elementos da ma-
triz de covariancia P(k) e os ganhos de corre¢ao tendem a zero. Quando o
processo que esta sendo identificado ¢ invariante no tempo esta convergéncia
é desejada.

Quando se deseja estimar sistemas com parametros variantes no tempo,
se os ganhos do estimador decrescem significativamente, o algoritmo perde
sua capacidade de adaptacao em relacao as variacoes de parametros.

Pode-se manter a capacidade de adaptacao do estimador limitando-se os
valores minimos dos elementos da matriz de covariancia P(k).

A equacao de estimador pode ser escrita como:

ék = ékfl + kak (521)

WE = Yk — @gék—l (522)

Quando os parametros do sistema variam no tempo, a saida do processo
desvia-se da saida do modelo, aumentando o erro previsto (eq. 5.22).

Limitando-se os elementos da matriz Py, o ganho de correcao também
serd limitado (K = Pypg) € o erro previsto corrigird continuamente ék na
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equagao (5.22). Contudo, o erro previsto também inclui perturbagoes es-
tocasticas que se deseja eliminar. Evitando-se que os elementos da matriz
P(k) diminuam, aumentam-se os erros aleatérios no estimador 6. Portanto
tem-se um compromisso entre a qualidade do estimador (P, “pequeno”) e a
sua capacidade de adaptagao (P, “grande”).

5.9.1 Algoritmos para rastrear variagoes lentas no
tempo

Para processos que variam lentamente no tempo, é necessério que o algoritmo
dos minimos quadrados ponderado recursivo tenha um minimo de capacidade
de adaptacao, para impedir que o ganho tenda para zero. Esta capacidade
pode ser obtida dando-se uma maior importancia as novas medidas (fator de
esquecimento) ou através da adicdo de uma matriz semi-definida positiva a
matriz P(k) (busca aleatdria).

Regulagem do fator de esquecimento
Trago Limitado

po_p Pr_10k0f Pe1
k= Tk—1—
Akt + ©f Ptk

(5.23)

Calcular o traco de P,

e Se o traco(P;) < trg

trago(Py)
A =

tT’O

e ~

Py

P, =—

E=,

e Se o traco(Py) > trg

P = B

Fator de esquecimento direcional
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No fator de esquecimento tem-se que:
PY k) = AP + oret

Neste caso pondera-se igualmente a informacao em todas as direcoes.
O fator de esquecimento direcional considera

—1 -1 T
B = Py + re1oepy
Neste caso pondera-se a informacgao associada com a direcao yy

T
Prey Pr—1

P=P | I, — —]T/—"——

k k=L | Am L 4ol Pk
com .
Y 1—A

Tk—1= A — TP, on

Pr L k—19k

seN =1r,_; =1

Busca Aleatoria
Adiciona-se & matriz P, uma matriz constante:

Py = P+ Qx (5.24)

onde P, é dado pela equacio (5.23) com \p_; = 1

5.9.2 Deteccao de nao-estacionariedade

Quando ocorrem variagoes bruscas nos parametros dos sistemas é necessario
aumentar a capacidade de adaptacao do algoritmo de identificacao, para que
os novos valores dos estimadores sejam atingidos rapidamente.

Esta condigao é obtida aumentando-se bruscamente o ganho de corre¢ao
K.

Problema: Determinacao do instante de variacao dos parametros. De-
terminacao de nao-estaciona-riedade.

Critério: Por exemplo compara-se aa variancia do erro previsto com a
variancia da perturbacao.

Seja o sistema:

yr = op 0+ ex
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O erro previsto é dado por:

~

wi(0) =y — @F Oy
wi(0) = @} (6 — 6x1) + ex (5.25)

Se ék—l — 0 = € — Vg.

Nao-estacionariedade = w;, cresce.

Utilizar informagao contida na variancia (médulo) do erro previsto e da
perturbagao para detectar uma nao-estacionariedade. Contudo, os valores
destas variancias nao sao conhecidos logo é necessario obter suas estimativas.

Estimativa da variancia do erro previsto

N, - Horizonte curto

K-N_-N, +1 K-N,
| I
1 I

Estimativa da variancia da Perturbacao
Hipotese: 7 < K — N, sistema em regime

azu{;):Nie S W)

7=K—N.—Ne+1

N, - Horizonte longo

Traco Adaptativo

1 - Calcular o2, o2

=~
I
mw'ﬁw

2 - Decisao

a. 0 < Ji < Jhin
t’l“() = trmin
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b. Jmm < Jk < Jmed
tro = troint

c. Jp > Jmax
tro = trmax

3 - Estimador
Algoritmo traco limitado com try calculado em 2.

5.10 Determinacao da ordem do modelo

Seja
S = [ulk=1) ylk—1) ... ulk—m) y(k—m)]
Qm) = = > ok ()
k=1

Quando a ordem do modelo é maior do que a ordem do sistema = ultima
linha él. d. = det@Q =0
Analisar det Q(m)
et Q(m
D ="
Bm) = G otm = 1)

Quando DR(m) T— ordem é m.
Caso estocastico utiliza varidvel instrumental.

5.11 Aspectos Computacionais

Estimador dos Minimos Quadrados é obtido baseado no Lema da Inversao
de Matriz. Esta inversao pode ser numericamente mal condicionada devido
a subtracao de matrizes

— Matriz SDN

— Divergéncia do Estimador

Solugao: Utilizar a propriedade de que P ¢é simétrica = Fatorar P

P(k) = S(k)ST(k) - S ¢ a raiz quadrada de P
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AL ARPECTOR COMPUTACIONALR 21
Fatorizagao U-D de Bierman — evita o calculo da raiz quadrada
Fatorizacao U-I) de Bierman — evita o calealo da rare quadrada
P = URDOU ()
|_.._| I(IJ\I |J'(7€) |‘ | Ulm(k)
weglkl o gk
Uk = o 1 . _-.-”f”‘.(L)
Lrk) 4 : :
0 0 o 1
[ i .. ]
- dy (k) 0 e 0 -
”I'O' / dy (k) TR
D(k) = AF T
LNE] : . :
9] 9. -+ i)

onde m é o nimero de parametros desconhecidos.
CINLEECY Tid 48 F DLRIDILCT LY Lt |:-E'II-|.:JI-"'.I|:l:- (Il'l~: |:I:J|||'|.'I'i.|:l:-.

orltmo
Jln:lz?. I; ]]?(‘](Ik; a partir de ) gk: — ][)I e IU(lr,f: — 1)

K _,l.ll.Jlll

Shirh  ANBmes %%%%%OS
Aifatfr(izaga(ﬁ cllja ]T) erman

‘ﬁe roxnna amente a mesma e cacla computa-
L d [1: ldl M AIOIXIILL FLILLL! I LU R ORRCh L RS R E A R A SR N Y L :L-
clona ? que 0 mepo 0 dos.

LU 21
 Algorit 9#.&?}.@?, explpra o ﬁato % e aﬁg..l 12 IRIOTRALES FeqleRte A9
insta m?- kLJa esta, l“l?n 1 Ijlsyl)omvel no mstante £ — |

CIIIL L
Brpses, Al

eir=[ 48] - [+

Utilizanda, esta, condigap, ¢ possivel obtey dqetﬁmﬁnﬁﬁ Q ganho do esti-
mader, Qijimera.de. opgragoses wedvz de O(m?) para Q(m).
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