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Custo de Operacao de Cadeia de

k=0
1A. FORMA DE EXPRESSAR .J
N
J = Z Z Prob(xz(k) = i) c(i) =
k=0 1€X
N N
Zp(k) c= Zp(O).Pk c
k=0 k=0

podemos ainda considerar custo c(k, i)

SOLUCAO RECURSIVA:

N

Vilk) = B3 e (k) = i

=k

Programacao Dinamica

Markov

(custo remanescente se partimos do estado 7 no instante k)

J = Z Vi(0)pi(0)

Fatos: Vi(N) = ci(N) e Vi(k) = ci(k) + D cx pijVi(k + 1)
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Solucgao:
Via equacao recusiva retrograda
Imersao do problema numa classe maior de problemas

Problemas com horizonte infinito (N = +o0)

E [Z c(k,z(k))] (custo total ndo descontado)
k=0

¢ < 0 (caso negativo) ¢ > 0 (caso positivo)

pode nao existir!

E[Z B c(k,z(k))], 0 < B < 1 (custo descontado)
k=0
| N
lim sup —FE[Y c(x(k))] (critério de custo médio a longo prazo)
N—o00

£
Il

0

Expressando equivalentemente,

o0

B> elw(k)] = 3 p(0). PE.clk)
k=0 k=0

B[S Brefak)]) = 3 8°p(0). PF.clk)
k=0 k=0

lim sup %E[i c(xz(k))] = lim sup %Zp(O)Pk.c(k)

N—o0 —0 N—o0 =0



4 Programacao Dinamica

Caso especial c(k) = ¢

lim sup —Z p(0)P*.c(k) = m.c (ergbdico)
N—>oo =0

CAso CusTO DESCONTADO
¢ nao depende do estagio k&, 0 < 8 < 1. Definindo,

= E)>_ fle(x()|z(k) =i
=k
= E[B" ) Ble(x(l)]2(0) = i] = 8"Vi(0)
=0

Usando essa invariancia ao deslocamento,

=B+ pyVilk +1)

JjeX
BVi0) = B+ > pyBtV;(0)
JjeX
Em forma matricial: V(0) = c+) . pi;8V;(0) e rank de (I —BP)
é completo:
V(0)=(I-pP)"!
Como (I — BP)(I + B3P + 3P*+---)=1

(0. ¢]

V(0)=(—-pBP)c=) BPc

k=0



IA-601 Sistemas Dinamicos Estocasticos 5)

CADEIAS DE MARKOV CONTROLADA
P = [p;;j(u)] Custo Horizonte Finito (= N):
N
By clx(k),u(k))]
k=0

como u(k), k=0,..., N é escolhido?

Malha aberta: u(k) = ug, Vk
Malha fechada: u(k) depende de x(k),xz(k — 1),..., e de
u(lk —1),u(k —2),...

Em malha fechada o controle deve depender da historia u(t) =
g:(x', ') e uma politica ou estratégia de controle é a sequéncia
de funcoes

g = (907917 g2, - . )

Politica markoviana: u(t) = g:(x(t)) onde g; : X — U

Fato: Sob uma politica markoviana g = (g1, 9o,...), {z(t)} &
uma cadeia de Markov com probabilidade de transicao néao-
homogéna (variante no tempo):

Pt +1) = jlz(t) = i) = pij(9:(2), 1)
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Politica markoviana estacionaria: u(t) = go(x(t)), isto & todas as
g; Sao iguais. Neste caso a CM se mantém homogénea.

Seja
G = (90,91, ...) a classe de politicas gerais
GM a classe de politicas markoviana
G* a classe de politicas estacionarias
GscGMca

Considere politica markoviana.

79 =EY e(x(k), u(k))]
k=0
VA(t) = B cla(k), u(k))|z(k) = i]
k=t

Recursao valida para politicas markovianas, g € G c G-

VIN) = cli, gN(') N)

VI(t) = c(i, g:(7),t) + Zp” ge(t Vg t+1)
JjeX

Para politicas gerais g € G:

= BY] Zc k)2t w1 (é uma v.a.)
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PriNciPIO DE COMPARACAO: Seja Vi(t),i € X,0 <t < N
satisfazendo:

Vi(N) < c(i, N)
Vi(t) < c(i,u,t)+ sz’j(% t)Vi(t + 1) para todou € U
JjeX
Entao J9(t) > V) (t) (q.c.) paratodo g e ¢

Exemplo

Observacoes:

1) Imersao de um problema mais simples numa classe maior de
problemas. Obtem-se a solucao para a classe maior de proble-
mas.

2) Programacao Dinamica pode ser computacionalmente intratavel
se 0s nimero de estagios e as decisdes possiveis forem muito
grandes.

3) PD determina a decisao a decisao 6tima como uma funcao
do estado e do nimero de estagios remanescentes. Com isso
a politica 6tima em malha fechada é obtida.

4) DP é um procedimento recursivo retrogrado no tempo. Apos
determinar a solucao no instante ¢ + 1, ele determina a solucao
otima no instante ¢.
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5) Custo Otimo do estado z até o final =

Distancia percorrida no Distancia étima de 2’ até o fim
= Min | estdgio presente quando + onde 2’ é o estado para o qual

a decisao u; ¢ tomada a decisao u; o conduz

custo imediato custo Otimo remanescente

Prova do Principio de Comparacao:

LEMA Suponha que g/ (7) atinja 0 minimo em

min{c(i, u, t) —|—sz] u, )Vt +1)}

uel
JjeX

Seja g* = (g3, g1, ...) € GM, entdo V¥ (t) = Vi(t).

TEOREMA J¢ < J¢ paratodo g € G. Entéo a politica markovi-
ana g* é otima.

PRINCIPIO DE OTIMALIDADE: Segmentos da politica 6tima sao
em si otimos.
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Problemas com Horizonte Infinito

P = [p;;(u)] invariante no tempo, c(i,u), 0 < 3 <1

gelG

min B> ~ Ble(x(t), u(t)|z(0) = i

Como resolver? Suponha que se tenha

VA710) = min B9 Z Ble(x |2(0) = 1]

geG

Seja W;(N) = V;71(0) = custo 6timo de operagdo do sistema
por N dias, iniciando no estado i. Entao

Wi(N) = min{c(i,u) + pr (u)BW;(N — 1)}

e estamos interessados em W;(co). Espera-se que

Wi(oo) = min{c(i, u —|-sz] )BW(00)}

uel
JjeX

e também que o controle o0timo seja na forma u(t) = g(z(t))
(6timo estacionario).

Questoes:

1. Existe funcao W que satisfaz a equac¢ao acima?

2. A equacao tem solucao Gnica?
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3. Como podemos determinar a solugcao?
4. Asolucdo ;(oo) éigual ao mingeq B>~ Ble(z(t), u(t)|z(0) =

i|?
5. A solucao otima sera estacionaria? E sera otimo a es-

tratégia

g(i) = argmin{c(7, u) + pr(u)ﬁwj(oo)}(?
JjeX
Teoria do Mapeamento Contrativo
Considere um operador 7" : S — S tal que
|Tx —Ty|| <Bllz—y|,0<B<letodoxey €8

Se S for fechado, espera-se que exista z* tal que Tz* = z*.

TEOREMA Seja S um espaco métrico completo. Entao
1) Existe um z* € S com Tz* = z*, isto &, =* € um ponto fixo,
2) Existe apenas um ponto fixo,
3) Paratodo x, T"x — x*
Prova: Tome z € S fixo
|72 = T2 = |T(T"2) = T(T"2)]| <
BIT"z =T 2| < -+ < " T2 — 2|
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Portanto {z,72,T%z,...} € uma sequéncia de Cauchy, isto é
existe um N tal que

HT”+NZ o Tm+NZH <e
paratodon > 0, m > 0. Assim, 7"z — z*, e como T & continuo:

Tz*=T(lim T"z) =

n—:o0

lim T(T"z) = lim T""'z = 2*

n—oo n—oo
Entdo z* € um ponto fixo, e como existe no maximo um dnico
ponto fixo, 7"z — x* para todo z. []

De volta ao problema, queremos resolver

Wi(oo) = min{c(i, u) +szj (u)BW;(oc0)}

uel
JjeX

para cada ;. Na forma vetorial
W = mill;l{cu + BP(uw)W} :=TW
ue

com u tomado independentemente para cada elemento do ve-
tor. Define-se

T:R' - R T ;
— R" com (TW); = glellr]l{czu —|—ﬁ§p3
J

Queremos determinar W* tal que W* = TW*,
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Defina a norma ||z|| = max; |z,|.
FATO: T' € um mapeamento contrativo.

Prova: Seja W e V. E preciso mostrar que ||[TW — TV| <

max [(TW); — (T'V);] < Bmax|W; — V|

Mas,

(TW); — (TV); =
IIlel[Ijl{C iy u +ﬁZpZ] YWt —

jeX
ml(Ijl{C i, U +52pw
ue iex
mm{c iy u +ﬁpr YW t—

jeX
—cfi,u) = B pij(u)V; <

jex
c(i,u*) + BZ}?U(U*)WJ- — c(i,u”) Bpr(u*)Vj =
jeX jeX
ﬁzpw( (W — V)<6maX‘W Vil
jex
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TEOREMA:

1. Existe um Unico W satisfazendo

W; = min{c(i, u) +pr )BW;}

uel
JjeX

2. Escolha V' qualquer. Entao lim,, .., 7"V = W = Unico ponto
fixo.

TEOREMA:

Se W =TW entao

= min B Zﬁt t))|x(0) = 1]

geG
Para cada ¢, suponha que g¢(¢) atinja 0 minimo em o

W; = min{c(i, u —|—pr )BW;}

uel
JjeX

Entao g &€ 6timo e estacionario.

Prova: Assuma que 0 < ¢(7,u) < M sem perda de generalidade.

rgnEigEgZﬁf t)]z(0) =i >
%WZW )|(0) = 1] =
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Para a desigualdade reversa,

min B9 'e(a(t), u(t))]a(0) = i <

geG

min Eg[i Be(a(t), ult) + Y B M|x(0) = i] =
t=0 t=n

geG
n—1
| . BM
min Eg[tizo Ble(x(t), u(t))2(0) = i) + 7 5=
gy OM

O que prova a la. parte. Para mostrar que g que atinge o
minimo, lembre que para qualquer politica h € G* existe Z tal

gue
Zi =i h(0)) + 8 ) piy(h(@))Z,
e "
Zy = E"Y_ Ble(a(t), ult))]=(0) = i >
t=0
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Principios Basicos de Solucao:

1) AproximacoOes sucessivas / iteracao de ponto fixo / iteracao
de valor:

fo(1)

a) Escolha f, =

folJ)

b) Resolva iterativamente

foa (0) = min{e(i, u) + B ) pij(u)fa(5)}

jeX

entao lim, .. f.(1) = W;
FORMA ALGORITMICA DA ITERACAO DE VALOR

1. Selecione V' : E — R, especifique € > 0; n = 0;

2. Para cada: € E calcule

W™ (G) = max{c(i, u +Zﬂp (J12, w)W™"(5)}

uel;
jeL

3. Se ||[W" — W"|| < ¢(1 — 8)/28 va para o passo 4.; caso
contrario, n = n + 1 e retorne ao passo 2.;
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4. Para cada: € FE escolha

ue(i) = argmax{c(i,w) + ) _ Ap(jli, W)W (5)}

el jEE

e pare.

Resultado: |[W"* — || < ¢/2 (Puterman, sec. 6.3.2)

ACELERACAO: ANALOGO AO GAUSS-SIEDEL
Considere estados ordenados:

/L.17Z.27"'7Z.J

2" Tome 5 =1 e calcule

W (i) = max{c(ij, u) + B> _ plicli;, u)W™ (i)

uel; . “
J <y
+ > plirli, W)W (ir)]}
>]
Se j = J, va para 3.; caso contrario faca j = j + 1 e retorne
ao calculo de W"*!(i;) acima;
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2) Iteracao de politica

Politica estacionariag : X — U com | X| = J e |U| finito. NUmero
de possiveis decisoes |U|’

Como melhorar uma dada politica estacionaria? V¢ = T,V9
Ordenacao:
W<VeW(i<Vv(i, j=1,....J
W (jo) <V (jo)

W<Ve
W(j) < V(j) para outros j

Suponha que W < V = T,W < T,V (I, & operador mo-
notdnico).
Segue que TW < TV (T também & monotonico)

Procedimento de iteracao de politica
a) Iniciar com gy; calcular V%, Duas possibilidades:

V9% = T/ %
V9 > TV

b) V9% > TV%, Obtenha ¢g; com

(TV9); = min{c(i,u) + 3 pr

uel
JjeX

)+ 83 b))V

jeX
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Comisso V% > T, V% = T, V% > (T, )*V% e

Vo > T, V9O > (Tgl)2vgo > > (T,)"'V0 — V9

FORMA ALGORITMICA DE ITERACAO DE POLITICA
(Puterman sec. 6.4.1)

1. Selecione uma politica g, € G* e fagca n = 0;
2. Avalie o custo da politica g,, resolvendo
(‘[ o 6Pgn)Wn - an
3. Melhoria de politica: escolha u,,; satisfazendo
Upy1 € argmin(c, + BP,W™)
uelU
tomando u,, (i) = u,(i) Sempre que possivel;

4. Se u,1(i) = u,(i) paratodo : € E pare e g* = u" & Otimo.
Caso contrario faca n = n + 1 e retorne ao passo 2.
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3) Solucao via Programacao Linear (Puterman sec. 6.9)

Suponha que o conjunto de acbes admissiveis U; para todo ¢
seja finito. (|U;| finito).
Sabemos que se

V>c,+ PPV, YuelU
entao V > .

|déia basica: minimizar V'satisfazendo a equac¢ao acima:
minimizar Z a(i)V (1) (a(i) > 0)
icE
sujeito a
V(i)— Zp(j\i, w)V(j) > c(i,u) (problema primal)
jEE
ue U, Viek
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Obtendo o dual:

S AalV @) +ali Vi) ~ B plili V() - cli,u)])

= > _{=aliwei,u) + Vel u) = 8 plilj v +ald)]}

PROBLEMA PL DUAL:
maximizar Z Z x (i, u)c(i, u)
1€F uel;
sujeito a

> w(i,u) =B Y plilj,w)r(j,u) + (i) =0,Vi€ E

uel; JjeE uel;
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Custo Médio de Longo Prazo

Custo médio de uma politica estacionaria. Suponha que P, seja
irredutivel

ﬂ-g.Cg

| N
. E t.
V9= lim N;(Pg) Cy =

N—o0

Outra forma: Considere o custo associado a N dias W y. Que-

remos estudar
¥ Wi ()
1m
N—ox N
e espera-se que limy_.,, Wx(i)/N = J* ndo dependa de i, isto &

Wy (i) = NJ* + O(N)

Assumimos que O(N) — w(i), mais precisamente,

lim (W (i) — NJ*) = w(i)

N—o0

para cada .
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Equacao da Programacao Dinamica

Como
Wi (i) mm{cw + pr Wrh_1(j)}
jeX
entao,
Wi(i) = NJ* = min{ew + > pis(u) (Wy () = NJ7)}
e jex
= minfe + > pislu) (Waa(j) = (N = 1)J7)} = J*

jeX
tomando o limite
)+ J7 = min{c, ij '
w(i) + 21161[1}1{6 + gpj(u)w(])}
j

(Eqg. da PD)

FaTo: Se w e J* satisfazem a equacao de PD acima entao J*
€ o0 custo 6timo independente de i. Se ¢*(i) atinge o minimo na
equacao de PD, entao g* & 6timo.

Prova.
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QUESTAO: Quando existe w e J* satisfazendo a equacao de
DP?

TEOREMA: Suponha que para toda politica estacionaria g, P,
seja irredutivel. Entao existe solucao para a equacao de PD.

Prova: Ponto basico. Para cada ¢ a solucéo da equacéao v = v P,
é naformav = km,,.
Re-escrevendo:
(P, —I)m, =0
similar a Ar = 0 & = € N(A). Portanto,

! € N(P, —I) = {kn| para k real}
Notacao:
N(A) = {z: Ax = 0}, R(A) = {Ax : para todo =}
sao subespacos. Se S é subespaco,

S+ ={z:z L sparatodo s € S}.

FaTO: N(A) = R(A)*
Pois, 1 e N(A) = Az =0 = y/Az = 0Vy = /Ay = 0 Vy =
<z, Ay>=0Vy=ao L AyVy=2 1L RA)=zecRA)?
Considere JY = 7w, c, custo de g. Definindoe = (1 1---1) pode-
mos re-escrever

my(J% —¢,) =0
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portanto,
Je —cy L, =N(P,—1)
e entao,
J9¢ —c, € R(P,— 1)
e existe um vetor w, tal que
J9e —c, = (Py — Iwy,

ou
wy(i) + J = ci g+ Zpij(g(i))wg(j)

jeX
Considere agora ¢* a melhor politica entre g € G*, isto é
J9 < JIVg € G°.
Entéo existe w; e J¢ tal que
wg*@) + J9 = Cigx T+ pr(g*(z))wg*(j)
jeX
> gg(fjl{czu + Zpij(u)wg* (7)}
jeX
=Cig+ szj@)wg* (J)
jeX
em forma vetorial: w,« + J9 e > ¢; + P;w,~ 0 que leva a concluir
que
Tawy + J g*ﬂge > mCg + mPwge

" 9" g _
Tgwy + JY > JY + mhw,
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a desigualdade estrita nao pode ocorrer em nenhum estado 7,
pois m;(¢) > 0. Entao
wy(i) + J9 = gleig]l{cw + Zpij(u)wg* (J)}
jeX
e existe solucado w e J* para a equacao de PD. Provamos que
g* €G* é Otima dentre todas as politicas g € G.



