Capitulo 4

Controle Estocastico

4.1 Introducao

Seja o problema:

Tpy1 = f(2a, ug, k)
Y = g(xk7k>

Deseja-se calcular a sequéncia de controle

* _ * * *
=1 up ui o oy}
tal que:
n—1
ming Ry(xpi1, ug)
Unfl k=0

Para a solucao deste problema utiliza-se programacao dinamica. Assim, supondo que k = n —

1 ,deve-se determinar u,_; que minimiza R, 1(z,, u,_1), isto é:

Rnfl(xna un71> = Rnfl<f(xnfla Up—1,T — 1)7 unfl)

Definindo

Snfl = Rnfl(f(rnfla uz—la n— 1)7 u;—l) = min Rnfl(mna unfl)

Un—1
tem-se que S,,_1(x,_1) é 0 minimo obtido para a func¢ao de custo no tltimo instante.
Para o instante anterior tem-se que:

min {Rn72(~1‘n717 uan) + Rn71<xn7 unfl)}

Un—2Un—1



A primeira parcela da ultima equacao nao é funcao do controle no instante n — 1; a segunda
parcela é funcao de u,,_1 € u,_o. Assim:

Sn72($n72) = min{Rn72(xnfla uan) + min Rnfl(‘rna unfl)}

Un—2 Un—1

= min{Rn—2(xn—17 un—2) + Sn—1<xn—1)}

Un—2

= min{Rn—Z(f(xn—% Up—2,1 — 2)) + Sn—l(f(xn—Qa Up—2,M — 2))}

Un—2

Sn—2(n—2) = min{ Ry, o(f(Tn_2,Un—2,1n — 2))+

—f—Sn_l(f(l'n—Qa Up—2,1 — 2))}

Denominada Equagao Recorrente de Bellman



4.1.1 Principio da Otimalidade de Bellman

A sequéncia de valores que constituem o controle 6timo tem a propriedade de que qualquer que
seja o estado inicial e o valor inicial de controle, o restante da sequéncia de controle deve ser
6tima para o problema de otimizacao em que o estado inicial é o estado resultante do primeiro
controle.
Exemplo:

Tpr1 = [(Tg, ur, k)

N
H’luln{z R(l’k, U, k)}
k=0

0 L N K

Seja I a trajetoria 6tima, isto é, a trajetéria originada pelo controle 6timo, logo o custo associado

a I é menor do que o custo associado a qualquer outra trajetoria, isto é:
Jr < Jrire Jr < Jrr
Seja o problema:

m;n{z R(zg,up, k)} e (L) =x, x(N) =N

A trajetéria 6tima é C'By

Prova: Por Absurdo.

Supor que a trajetéria 6tima entre os pontos C' e B seja C'Byy, entao a trajetoria étima entre os
pontos A e B serd AC; 4+ CByy o que é Falso.= C'By é 6tima.



Exemplo: Seja o sistema

Tpy1 = Xy + buk

a) Minimizar o critério J = x%
2 2

ufy = —(a/b)ry-
b) Parametro a estocéstico

Thi1 = apTy + buy
{ax} ¢éuma sequéncia de varidveis aleatérias independentes gausssiana com média 6 e variancia o.
Minimizar o critério:
J = &{a}
J = gxoxlme_l{ng(fL'?V/l'ol’l . IN-1UQUY . .. uN—l)}
J = Erparan_1Een ($?\7/xN71UN71)}
Eun (@2 /2NN = &, A(ay 1o 1 + buy_1)? /2N TN
J =& {ak o5 +0%uh_ + 2an 2N 1buy_q /2N N
J = (o* +0Hay_| + b*uy_ + 20xNn_1buy_,
J = (Q.I‘N_l + buN_1)2 + sz?vfl
U%_l = —QZEN_l/b

Neste caso a Lei de Controle Otima pode ser obtida a partir da lei deterministica, substituindo-se
a variavel aleatdria pelo seu valor médio (Principio da Equivaléncia Certa).

¢) Suponha agora que se tem informacao incompleta sobre o estado, isto ¢, se mede o estado com
imprecisao.
Tke1 = aTk + buy
Yp = Tp + Vg
i = Ea /o) e 02, = var{zy/y)
Minimizar o critério J = £{a% /y

J=E{(axn_1 +buy_1)?/yN TN

N—luN—l}

J = (apy_1 +buy_1)?* + a*c?

ITN-—1

logo
uy_1 = —(a/b)pun-



Esta lei de controle também corresponde a aplicar o principio da equivaléncia certa.
d) Parametro b estocastico

Tri1 = axy + buy
Y = Tk
Seja b= E{b/xN"'} e 0 = var{by_1 /2" 1}
J = E{x%/aV N
J = E{(ax, 1 + buy_1)? /NN

J=&{a*x: |+ bv*ud |+ 2abry qun_ 1 /o W)

= a2 |+ (e? + b)u_ | + 2abry_1un_,

2(0? + b ul_| = —2abry_,
ut = —(b/(b* + 0?))ary_1
Neste caso o controle 6timo difere do controle C.E. Obtém-se uma lei de controle denominada

cautelosa, pois o controle é inversamente proporcional ao erro na estimacao do parametro b.



4.2 Controle Otimo de Sistemas Estocasticos

4.2.1 Proposicoes Basicas

Sejam x e y duas variaveis aleatérias e seja u a variavel de controle. Deseja-se obter u tal que
J seja minimo, onde:

J =E{R(x,y,u)}
4.2.2 Informacao Completa de Estado

Seja u = u(x,y) isto é, mede-se o estado z.
Lema: Suponha que R(x,y,u) tenha um tnico minimo em relac¢ao a u para V z,y .Seja u°(z,y) o

valor do controle que minimiza R(x,y,u) em relagao a u . Entao:

r?in) Ex{R(z,y,u)} = Sxy{r?in) R(xz,y,u)} =
u(zx,y ul\z,y

= my{R(x7 Y, uo)}

Portanto a minimizacao e a esperanca matematica comutam.
Prova: Para Yu R(z,y,u) > R(x,y,u’) = I?in) R(x,y,u)

)

E{R(z,y,u)} > E{R(z,y,u%)} = E{min R(z,y,u)}

u(z,y)
min E{R(x,y,u)} > min E{R(z,y,u’)} = E{min R(x,y,u)}
u(z,y) u(z,y) u(@,y)
Portanto
min R(z,y,u) > E{min R(z,y,u)}

u(z,y) u(w,y)
Como também u°(x,y) é uma estratégia adimissivel de controle, mas nao obrigatériamente
minimo de £R , tem-se que:
min E{R(z,y,u)} < ER(z,y,u’)
u(z,y)

Portanto

min ER(z,y,u) = E{min R(x,y,u)}

u(z,y) u(z,y)



4.2.3 Informacao Incompleta de Estado

Neste caso nao se tem diretamente a informagcao do estado, isto é, u = u(y).
Lema: Se a fungao f(y,u) = E{R(z,y,u)/y} tem um tnico minimo em relagdo a u para Vy e

seja u°(y) o valor que minimiza &, {R(z,y,u)/y} entdo:
H%ir)lgxy{R(x,y, u)} = min EJER(z,y,u)/y}
u(y uly

= &,/{min &R,y u)/y} =
=EAR(z,y,u’(y))}

Prova: Para Yu tem-se que:

fly,u) > fy,u’(y)) = rﬁiyglf(y,U)

Ea{R(z,y,u)/y} 2 E{R(z,y,u”)/y} 2 E{min R(z,y, u)/y}
E{R(w, y,u)} = & {min £, R(x, y,u)/y}
uly
min E{R(x,y,u)} > min E{min &, R(x,y,u)/y}
u(y) u(y) u(y)
H%il)lg{R(x, y,u)} > Ey{n%ir)l E:R(x,y,u)/y}
u(y uly
Contudo u°(y) ¢ uma estratégia de controle admissivel. Assim
E{R(@,y,u")} 2 mMinER(z, y, u)
u(y
Nota:
H%ir)lc‘?{R(x,y,U)/y} > r{lin)g{R(x,y,U)}
u(y ul\z,y

Isto é, tem-se um desempenho "pior’ quando a quantidade de informacao é menor.



4.3 Estratégia de Controle Dual

Seja o sistema

Try1 = f(Tk, ug, wi)
Yk = g(xkv Uk)
Sao dados p(wy) p(ve) p(xo)
Problema: Determinar a sequéncia de controle uy ,isto é:

U(0—N-—-1)={uguj...uy_,}

que minimiza
N-1

In =1 ERw(wirr, wi)}

k=0
A lei de controle obtida no instante k , em malha fechada, sera funcao da informacao disponivel
até este instante, isto é:

onde I é a informagao disponivel no instante k.
I ={Y(0—k),U(0 - k—1}

Iyr = F{Iy, Yry1, ur)

Os controles sao determinados utilizando-se o principio da otimalidade de Bellman. Assim o

controle 6timo no instante k = N — 1 ¢é obtido a partir de:

min E{Rn_1(zn,un—1)} com un_1 = un_1(In_1)
UN -1

E{Rn-1(zn,un-1(In-1))} :/RN—1<~)p<~TN;]N—l)dxnd]N—l

= /RN—l(-)P(xN/fN—l)p(IN—l)dxndIN—l =
= Ery &y (By-1(zn, un—1(In-1))/In-1)}
glvlﬂ E{Rna(zn,IN1)} = SIN—l{q?]}r{Ii Eon(Rn-1(on, In—1)/In-1)}
= &1y, (Sv-1(In-1))
com

Sno1(In-1) = glvlﬂ Eon (Rn_1(xn_1,un—1)/IN_1)



Para k = N — 2 tem-se que:

min  E{Ry_o(zn_1,un—2(In—2)) + Rn_1(xn, un—1(In-1))}

UN—-1UN -2

A primeira parcela desta equacao pode ser escrita como:

SRN72($N71>UN72(IN72)) :/RN2<-TN1aIN2)p<37N1a[N2)d37Nld[N2

= / Ry o(zn_1, IN—2)p(@n_1/In-2)p(IN_2)dxNn_1dIN_o

= Ery oAy (Bn—2(xn_1,IN-2)/IN_2)}

Tem-se também que:
5RN—1(£UN7 UN—l) = /RN—l(IBN, fN—l)p(ZEN, IN—1)d33N0UN—1

plen, In—1) = p(an, IN—2, UN—_2,YN_1) =
=p(en/In—2,un—2,Yn—1)P(IN_2, Un_2,YN—1) =
=p(en/In-1)p(yn_1/In—2,un_2)p(IN_2,uN_2)

logo
ERN 1 (zn,un—1) = Ery A€y A&y (Rn—1()/In-1)/IN—2,un—2}}

Portanto
E{RN_2(xn-1,IN-2) + Ry_1(zn,un—1(In_1))} =

= &y oAy (Bn-a(tn-1,IN-2)/IN-2)}+
+Ery oAy Een (Bn-1(.)/IN-1)/IN-2,un—2}}

UNI};}LIJIV?I E{RNn_2(xN-1,IN-2) + Rny-1(zNn,un—1(In_1))} =
= min{&r,_,{Eay_, (RAn-2(un-2)/Tn-2)}+
+g{f}{gym{5xN(RN—l(UN—l)/[N—l)/[N—z» un-2}}}

Utilizando o lema resulta que:

= SIN—Q {1?]\1/1,2{{83:]\[_1 (RN*Q(uN*Z)/[N72)}+



+Eyy_y min{{&y (Ry-1(un-1)/In-1)/In-2, un-2}}}
= Eny, min{Ey_, (Ry—a(un-2)/In-2)}+
+Eyn 1 {Nn-1(In-1)/In—2un-2}}
= gIN_Q{SN—Q(IN—Q)}
Sn-2(IN-2) = 1{2{2{5M_1(RNfz(UNﬂ)/INfz)}JF
+Eyn 1 {SNn—1(In-1)/In—2un—2}}
E a equacao recorrente de Bellman é dada por:

Sk(Ix) = Hiikn{gxm(Rk(uk)/fk)} + i Akt (Ir) [ Ihun } }

Observacoes:
A dimensao de I(k) cresce com o instante k, logo tem-se problema de dimensao.

Em cada instante de tempo devem ser calculadas as densidades:
p(zxs1/11) — densidade de previsao de estado

P(yr+1/1Ix) — densidade de previsao da saida

A primeira densidade é obtida utilizando-se o modelo de estado e a segunda densidade é obtida

utilizando-se as medidas e a densidade de previsao de estado.



4.4 Métodos Subdtimos de Controle Estocastico

DUAL:-Sub-6timo:Corregoes no controle nao dual ou aproximacgao da equagao de Bellman.

Nao- DUAL:- Equivaléncia a Certeza (CE) ou Cauteloso.

4.4.1 Controlador nao dual-CE

Este controlador é obtido utilizando o teorema da separagao, isto é, a lei de controle é derivada
resolvendo-se o problema deterministico, e na ’lei de controle resultante substitue-se os valores
desconhecidos pelas suas médias. E uma lei de controle sub-6tima, com excecao do controlador

linear quadratico gaussiano.

4.4.2 Controlador nao dual Cauteloso(neutro)

A sequéncia de controle é calculada, supondo que esta sequéncia nao interfere na incerteza futura.
Esta lei de controle é obtida minimizando um critério do tipo um passo a frente e supondo que:
- a partir de um certo instante nao se vai ter mais medidas;

- a partir de um certo instante as medidas serao perfeitas.

A lei de controle obtida é funcao dos parametros estimados e da precisao. Neste tipo de contro-

lador pode ocorrer o ’desligamento’.

4.4.3 Controlador Dual Sub-6timo

Dois tipos de abordagens sao utilizadas:
i)-Aproximagao da Equagao Recorrente;

ii)-Modifica¢oes no controlador cauteloso.



Sistem Linear com Perturbacoes Gaussianas e Custo

4.5
Quadratico
Thy1 = @kxk + Gkuk + Wy
yr = Hywp + v
Evp = Ewy, = Ewpal = Evpwl = Epal =0
S{wkw]r} == Qkék]
S{UkU]T} = VKékj
Otimizar ,
in £{J} = min & 'R ; "Ry
min | E{J} = min {;(xk w + uf Qrug) + ol Ry, )

u(0—n—1
onde Ry é uma matriz semi-definida positiva. Q) e R, sao matrizes definidas Positivas.

Ex" Ry = ' Rz + tr(RX)

Lema:
onde
X=8(z-2)(z—2)"}ez=Ex
Prova:
E{lx —2)"R(x —2)} = Ex"Re — E3" Ry — E2" RT + ' RT
E{(x —2)"R(xr —7)} = Ex"Re — ' Rz
logo:
Ex"Rr = 7" Rz + E{(x — )" R(x — )}
Como:
(x—2) Rz —2) =tr{R(z — 7)(z — )"}
tem-se que:
Ex"Rr = 2" Rt + tr(RX)

O problema de otimizacgao é resolvido utilizando programacao dinamica, isto é, minimizando-se,

inicialmente, o critério no instante k =n — 1:
Snfl([n71> = min{gxn_1{x£_1Rnflxn71 + ug—lanlunfl/Infl}—i_

Un—1



+gyn{5~’0n {sznl'n/[n/In—luN—l}}}

Aplicando o lema anterior com &, = £{x,/I,} tem-se que:

Sn—l(]n—l) = min{jg_an—lj}n—l + tT(Rn—an—l) + uz—lQn—lun—l—'—

Un—1

+Ey, (&1 Ry ) In-1ttn 1) + tr(Rp X))}

onde X,, é a covariancia do estimador z,,.

Neste caso, em que o sistema é linear e as perturbacoes sao gaussianas, o estimador z,, é obtido

utilizando o filtro de Kalman, isto é:
in = (I)nflinfl + anlunfl + KFn {yn - Hn<q)n71§7nfl + anlun71>}
ou
i‘n = q)n—lj:n—l + Gn—lun—l + KFnGn

onde ¢, é a série de inovacao, isto é:

Een/In_l =0
Eener [ In1 = Hy X1 HY +V,

Sn—l(]n—l) = min{i'z_an—li'n—l + tT(Rn—an—l) + UZ—IQn—lun—1+

+tT(Ran) + [q)n—lj:n—l + Gn—lun—l]TRn[q)n—li’n—l + Gn—lun—1]+
+E&,, (€N KF, Ry Kp, €0/ In1un 1)}
=min{#] [(R,_1 + & R, 1)in 1+

n—1
Un—1

+u£—1[Qn—l + Gg—anGn—l]un—l + 2“5—1G£—1Rn¢n—lin—l + tT(Ran)""
+tr(Ry—1Xn-1) + tr(R.Kr,Ecpel K )}

Definindo
Zn-1 = Qna+ Gl RyGny
Th1=Gl R,y
entao:
up' = =2 Th1@n
ul | =—[Qn-1+ Gr_ RG] "Gl Ry @y 11 = — K180

O valor do custo minimo é dado por:

Sn71(1n71> = :i‘z;_l(Pnfl - Tg_lzglenfl>in71 -+ tr(Rn—1Xn71>+



+ir(RyXn) + tr(RoKr, (Vo + Ho X yn1 HL)KF )
Sp1(Tp_1) =2 Fo1@p_1 4 by
Fo1=Po—TF  Z T,
Poi=R, 1 +® R.®, 1 e b,1=tr(...)

Para k =n — 2 tem-se que:

Sn72([n72> = min{gxn_g {xz;_QRnfﬂL‘an + ug—an72un72/In72}+

Un—2

+gyn—1 {i’lean—li'n—l + bn_l/fn_gun_Q}}

Em relagao a otimizagdo no instante k = (n — 1) tem-se uma equagao equivalente com alteragao
nas seguintes matrizes: R,, por F, ;e tr(R,X,) por b, 1.

Assim a solucao no instante k = (n — 2) é dada por:

ot S
Uy_o = —Np2Tp_2

Kn72 = [Qn72 + anQanlanQ]71G£_2Fn71q)n72
Para um instante de tempo qualquer k& o controle é dado por:
uzt = —Kkik
Ky, = [Qk + GuFy1Gi] T G i1 @
Fy = Ry + ¢ Fi1 (P — GrKy,)
com F, =R, .
O estimador de estado é dado por:
Tpr1 = Grln + Grug + KpAyrr1 — HeZrepayn)
Kp, = Xpw 1 HE Vi + Hi Xo e HE)
Xigrp = W + (I)ka/k‘I)g
Xir1/641 = [Xugr + HEq Vid i Hier) ™!

O custo minimo é dado por:

n—1

igFofo + tT(FoX()) + Ztr(Fk+1Wk + P,:Xk/k)
k=0

Pi =@, F.1 9y + Py — Fy



Nestas equacoes a matriz F; representa a sensibilidade do minimo do critério em relacao as

condicoes iniciais;

As matrizes Fj,, fornecem a sensibilidade do minimo do critério em relagao as perturbagoes

no sistema;

A matriz P fornece a sensibilidade do minimo do critério em relagao a incerteza na estimacao

no estado;

A lei de controle é obtida como se o estado x fosse mensuravel, isto é, resolve-se dois problemas

separados: Estimacao de Estado e Controle Otimo Determinfstico.

Wy Vg
+ + Yk
M Tk
G -1 H
. A P4 k A,
Dy,
+
e
K, - ()
H;,
. +
U T +
K, O+ 7 O
+
D,

Gr




4.6 Controle Linear Quadratico em Sistemas Invariantes

no Tempo

Seja o Sistema:

LTl = (I)ZL’k + Guk + wy,
yr = Hxy + vy
E o seguinte critério a otimizar:

n—1

J = c‘f{zz(azfl%az:/lC +ui Qui) + L Ruxn }
k=0

A lei de controle é dada por:

uzt = — K21
Ki=(Q+ G"Fe1G) "G T Fg @
F, =R+ ®'F (® - GK,) com F, = R,
O estimador de estado ¢ dado por:

Tpy1 = P2y + Gui + K {Ye1 — HEpy1)n}

A solugao de regime é:
F,=R+®"F.(® - GK,)

F,=R+®'F(®-GQ+G"FG)'G"F,.®
K,=(Q+G"F.G)"'G"F,®
Neste caso a dinamica do sistema em malha fechada é dada por:

Try1 = Py + Guy + wy,

L1 = (I)l'k + (—GKTQAZ‘]C) + wyg

Tpy1 = P2y + Gui + Kp {Yr1 — HTpq1/n}

fk+1 = (I)ﬂ/\?k - GKrfi‘k + KEH(I)ZL‘k + KEH’LUk + KF,-Uk-i-l — KFTH(I){i'k

Tr41 Lk
Tpt1 Ty,

+

e ~GK,
| KpH® | ® -~ GK, — Ky HO




+

I 0 Wi
KrpH |0 Vg1

Outra representacao do sistema em malha fechada pode ser obtida utilizando o erro de estimacao

de estado, isto é:
Thy1 = Tpy1 — Tpq1

A utilizagao desta nova variavel corresponde a seguinte transformacao de similaridade




Nesta nova base a representagao de estado é dada por:

[

| o-GK, ~GK,
0 |®-KpH®

A=T7'AT com T ' =T

o | ~GK,
KpH® | ® - GK, — K, HD

=

Portanto os polos do sistema em malha fechada sao as raizes de :
det(zl — A) = det(2I — ® + GK,)det(2] — ® + Krp, HD) = 0

isto é, se 1z, € R* tem-se 2n polos onde n polos correspondem ao sistema sem filtro e
n polos correspondem ao filtro de Kalman. Assim mais uma vez se verifica a separagao entre as

etapas de controle e estimagao.



4.7 Filtro de Kalman

Seja o sistema linear descrito por
.’L'k+1 = @.Tk —+ GUk + W

yr = Hxp + v
Exog=0
ExoxOT = Ry
Ewpwi = Ry
Svkva =Ry
Ewpvf = Rio

O objetivo ¢ estimar o estado 41 (Zx11/%) utilizando uma combinacao linear do estimador no
instante anterior 2, e as medidas disponiveis no instante k.
Da equacao do observador de estado pode-se escrever que o estimador de estados é dado por:

Tpprk = Ppk—1 + Gui + K {yrsr — Hopp—1}

Para o observador de estado o ganho K, é selecionado tal que os polos do observador tenham
uma dinamica 'mais rapida’ do que os polos do sistema em malha fechada. Para o filtro de
Kalman o ganho K, , ¢ selecionado minimizando a variancia do erro. Seja o erro dinamico
dado por:

Thy1 = Thy1 — The1/k

Tpy1 = PTp + wi + Kp {yps1 — HEppp1}
Tpy1 = (P — Kp, H)(Tg) + wi — Kpyvp

=l ][ () ()]

Minimizando a variancia de Zj,; resulta em:

o~ AT
Py = minETp 17,
Kr,

T
. P P Ri Ris I
P, = — P
ol ] |(3)n i) - G ) (k)



. OP,®T + Ry ®P.hT + Rys 1
Pii = 111(111’1 [[ —KFJ T T -
7, HP® + R{, HP.H + Ry —Kp,

Cuja solucao ¢ dada por:(Exercicio obter K, ):
Kp, = (PP.H" + Ri)(HPH" + Ry) ™!
As equagoes do filtro de Kalman sao:
Tk = PTpjp—1 + Gup + Kp Ayes1 — HEppp1}

Kp, = (PP.H' + Ryo)(HP,H" + Ry)™
Py = ®P®" + Ry — Ky (HP.H" + Ry)Kp, "

com

Py = Ry



