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Cadeias de Markov

Sejam os conjuntos E (espaco de estado) e K (indice), enu-
meraveis ou finitos.

O processo estocastico { X (w), k € K} € uma Cadeia de Mar-
kov (CM) se:

P( X1 = j|Xo =10, X1 = i1,..., Xj = 1) (1)
:P(Xk+1:j|Xk:ik), VkEKeio,il,...,ikEE

(1) caracteriza a propriedade de Markov.

Suponhaque £ = {1,2,...,N}.Sejaqg = (¢q,---qv) € RY, ¢; >
O, ZiGE% =1:

P(Xy=1)=g¢q; (distribuic&o inicial)
Sejapzj > 0, ZjeEpij =1, Viek:
P(Xk;—l—l :]‘Xk = Z) = Pij, \V/’L,] <)

e Vk € K, isto € CM é homogénea.

vetor de probabilidade inicial: g

matriz de probabilidade de transi¢cdo: P = [pij] (matriz estocastica)
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Um parentesis: Processos caracterizados pela funcao de distribuicao
de dimensao finita. Seja Ky = {ki, ko, ... k,} C K

tddf: FKO(’Zl,’iQ, .. ,Zn) = P(Xk:l < il,sz < 19,... ,an < Zn)

Fato 1. Um processo estocastico com parametros discretos é
determinado por sua familia de fddf’s

Definicdo: Um familia de fddf's &€ coMPATIVEL se K, C K; im-
plica em

FKO(’il,’iQ,...,in) :FKl(il,’iQ,...,in,OO,...,OO)

Fato 2: (Kolmogorov) Para qualquer familia de fddf's que seja
compativel, existe um processo a parametros discretos pos-
suindo essa familia como sua propria.

fddf's para a CM:
P(Xy =10, X1 =11,..., X, = i)
= P(X,=4,|Xo=1d0,..., X1 =1 1)P(Xo=10,..., X1 =in_1)
— P(X, = in| Xno1 = in_1)P(Xo =10, .., Xp_1 = in_1)
por inducao,
P(X, =iy Xp—1 = in—1) P(Xyo1 = 11| X2 = ip—2)
- P(Xy =i1| X = i) P(Xo = 1)

= Piy1,inLin_2yin—1 - - - Pig,i1 i
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Seja
pij(n) = P(Xpyn = j| X = 1)
com p;;(0) = 1y, pij(1) =pij,
pij(2) = P(Xy = j, X1 < 00| X = i)

=) " P(Xy = j|X1 = )P(X; = | X, = i)
lek

= Z Dijpil

eem geral teremos

(Equacao de Chapman-Kolmogov)
1) Satisfeita por processos markovianos

2) Verifica a compatibilidade de fddf’s
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3) Calculo de probabilidades de transicao e valor esperado:

Seja P(k) := [p;;(k)] entdo P(k) = P*,
Se p(k) = (pi(k)pa(k)---pn(k)) com pi(k) = P(X; = 1),
entao

Exemplo: Faléncia de um jogador.



6 Cadeias de Markov — Tempo Discreto

PROPRIEDADES TOPOLOGICAS

DEFINICAO: Estado j € acessivel do estado i se existir M > 0
tal que p;;(M) > 0.

DEFINICAO: Estados j e i SA0 COMUNICANTES Se j € acessivel
de i e i € acessivel de j. (Notacao: i < j).
1 <> 1,
i) = jei
1o kke—g = Jo0
(propriedades de classe comunicante)

DEFINICAO: Irredutibilidade. Se existir apenas uma classe co-
municante.

PERIODO

Considere uma cadeia irredutivel. E possivel encontrar uma
particdo de I em d classes Cy, (4, ...,Cy;_4, tal que para todo
k.i€Cj

Z pij = 1, (Cq = Cp)

e d € o maior desses nimeros. d € o PERIODO DA CADEIA. Se
d = 1 a cadeia é chamada APERIODICA.
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Estrutura da matriz de transicao da cadeia periddica. Apds uma
reordenacao de estados:

(()_Ao 0 0\
0 0 A 0
0 0 0 A

\45 0 0 0

ESTACIONARIEDADE
Nocao central de estabilidade
DEFINICAO: Uma distribuicao satisfazendo
al =xl'p

é chamada DISTRIBUICAO ESTACIONARIA da matriz de transicao
P. E equivalente as equacdes

n(i) =Y a(j)p;, Vie€E
JjER

(eq. de balanco global).
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ExXEMPLO 1 Passeio aleatorio simétrico

r(i) = ol — 1)+ sa(i + 1)

Dados 7(0) e 7(1), entao
(i) = m(0) + (w(1) — m(0))d
mas 7 nao é distribuicao!

ExEMPLO 2 P = I, matriz identidade. Entao qualquer distribuicao
g satisfaz a condicao de estacionariedade.

ExEMPLO 3 Nascimento e Morte com barreiras com reflexao,
E=1{1,2...,N},

(0 1 0 \
qgn 1 D1
G To P2

gN-1 TN—-1 PN-1

\ o0 1 0 )
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ExEMPLO 4 Nascimento e Morte com uma barreira em zero
com reflexado, £ = {1,2,...},

(0 1 0 \
qa T P

qQ T2 P2
comg=q>0,r,=r>0p,=p>0ep+qg+r =1. Neste caso
existira distribuicao de equilibrio se e somente se

P

q

ExXERcicIo Utilizando a funcao caracteristica para uma distribuicédo
de variavel aleatoria discreta

Uo(2) = E[z*] =) P(X = k)z"
k=0
calcule o nimero médio da populacdo do Exemplo 4 supondo
p/q < 1. Plote o nmero medio versus a razao p/q.
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CLASSIFICACAO DE ESTADOS
Para quaisquer estados i e j e X(w) = 4, definimos

Tij(w) =inf{k € K : X}(w) = j}
Note que P(Ti; =1) =p; € P(T; =k) =) ., puP(Tij =k —1).
DEFINICOES:

1) Um estado j € denominado RECORRENTE, Se P(T}; < 00) =
1.
Caso P(T,; < o) < 1 o estado j & denominado TRANSI-
ENTE.

2) As propriedades acima sao propriedades de classe:
TEOREMA: Se i < j entdo ambos sao recorrentes ou am-

bos sao transientes.

Conseqguéncia: CM com namero de estados finitos — pelo
menos um estado deve ser recorrente.

3) Um estado recorrente j € denominado POSITIVO se E[T};] <
o0 € NULO se E[T};| = oo.

4) Observe que se j é positivo = j é recorrente

e se j é transiente = j é nulo.
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5) Um estado recorrente j € denominado PERIODICO com periodo
6 se § > 2 & o menor inteiro para o qual P(U° {Tj; = ké}) =
1. Caso ¢ = 1, 7 € chamado de APERIODICO.

6) Um estado € chamado ERGODICO se é recorrente, nao nulo
e aperiodico.

7) As propriedades acima sao comuns a todos os estados de
uma classe comunicante.

TEOREMA Estado i € E é recorrente, equivale a dizer

szz(n) = 00,
n=1

estado j é transiente, equivale a dizer
(0.@)
Zpu(n) < 00.
n=1

ExXEMPLO Passeio aleatorio unidimensional. p; ;i1 = p, pii-1 =

1 —p. Se p = 5 € recorrente, se p # % é transiente.

DN —

ExEMPLO Nascimento e morte com barreira em zero.

< 1, a cadeia é irredutivel, recorrente positiva;
Se p/q o /
> 1, a cadeia ¢ irredutivel, recorrente nula.
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PROBABILIDADES LIMITES E ESTACIONARIEDADE

Considere uma CM com distribuicao inicial ¢. O vetor p € a
DISTRIBUICAO LIMITE S€

lim P(X; =1) =p;, Vié€ E eescolhaq

k—o00

TEOREMA: Para uma CM a distribuicao limite existe com

;= lim P(X, =i) =
pi= i P =0 =

se e somente se

>0, Viek

(a) a matriz de transicao P é irredutivel
(b) os estados sao ergodicos

TEOREMA: Se P é irredutivel e existe uma distribuicao esta-
cionaria
o =P ) w(i)=1
el
entao todos estados sao ergodicos e
lim P(Xy =1i)=p,=7(i), VieEFE.

k—o0



