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Cadeias de Markov

Sejam os conjuntos E (espaço de estado) e K (ı́ndice), enu-

meráveis ou finitos.

O processo estocástico {Xk(ω), k ∈ K} é uma Cadeia de Mar-

kov (CM) se:

P (Xk+1 = j|X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xk = ik)

= P (Xk+1 = j|Xk = ik), ∀k ∈ K e i0, i1, . . . , ik ∈ E

(1)

(1) caracteriza a propriedade de Markov.

Suponha que E = {1, 2, . . . , N}.Seja q = (q1 · · · qN)′ ∈ R
N, qi ≥

0,
∑

i∈E qi = 1 :

P (X0 = i) = qi (distribuição inicial)

Seja pij ≥ 0,
∑

j∈E pij = 1, ∀i ∈ E :

P (Xk+1 = j|Xk = i) = pij, ∀i, j ∈ E

e ∀k ∈ K, isto é CM é homogênea.




vetor de probabilidade inicial: q

matriz de probabilidade de transição:P = [pij] (matriz estocástica)
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Um parentesis: Processos caracterizados pela função de distribuição

de dimensão finita. Seja K0 = {k1, k2, . . . kn} ⊂ K

fddf: FK0(i1, i2, . . . , in) = P (Xk1 < i1, Xk2 < i2, . . . , Xkn < in)

Fato 1: Um processo estocástico com parâmetros discretos é

determinado por sua familia de fddf’s

Definição: Um famı́lia de fddf’s é compat́ıvel se K0 ⊂ K1 im-

plica em

FK0(i1, i2, . . . , in) = FK1(i1, i2, . . . , in,∞, . . . ,∞)

Fato 2: (Kolmogorov) Para qualquer famı́lia de fddf’s que seja

compatı́vel, existe um processo a parâmetros discretos pos-

suindo essa famı́lia como sua própria.

fddf’s para a CM:

P (X0 = i0, X1 = i1, . . . , Xn = in)

= P (Xn = in|X0 = i0, . . . , Xn−1 = in−1)P (X0 = i0, . . . , Xn−1 = in−1)

= P (Xn = in|Xn−1 = in−1)P (X0 = i0, . . . , Xn−1 = in−1)

por indução,

P (Xn = in|Xn−1 = in−1)P (Xn−1 = in−1|Xn−2 = in−2)

· · ·P (X1 = i1|X0 = i0)P (X0 = i0)

= pin−1,inpin−2,in−1 . . . pi0,i1qi0



4 Cadeias de Markov — Tempo Discreto

Seja

pij(n) := P (Xk+n = j|Xn = i)

com pij(0) = 1{i=j}, pij(1) =pij,

pij(2) = P (X2 = j,X1 < ∞|X0 = i)

=
∑
l∈E

P (X2 = j|X1 = l)P (X1 = l|X0 = i)

=
∑
l∈E

pljpil

e em geral teremos

pij(n + m) =
∑
l∈E

plj(m)pil(n)

(Equação de Chapman-Kolmogov)

1) Satisfeita por processos markovianos

2) Verifica a compatibilidade de fddf’s
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3) Cálculo de probabilidades de transição e valor esperado:

Seja P (k) := [pij(k)] então P (k) = Pk,

Se p(k) = (p1(k) p2(k) · · · pN(k))′ com pi(k) := P (Xk = i),

então

p(k) = (q′ · Pk)′ = Pk′ · q
Eq[φ(Xk)] =

∑
i∈E

φi pi(k)

=< φ, p(k) >=< φ, P k′q >=< Pkφ, q >

Exemplo: Falência de um jogador.
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Propriedades Topológicas

definição: Estado j é acessı́vel do estado i se existir M ≥ 0

tal que pij(M) > 0.

definição: Estados j e i são comunicantes se j é acessı́vel

de i e i é acessı́vel de j. (Notação: i ↔ j).

i ↔ i,

i ↔ j ⇒ j ↔ i,

i ↔ k k ↔ j ⇒ j ↔ i

(propriedades de classe comunicante)

definição: Irredutibilidade. Se existir apenas uma classe co-

municante.

Peŕıodo

Considere uma cadeia irredutı́vel. É possı́vel encontrar uma

partição de E em d classes C0, C1, . . . , Cd−1, tal que para todo

k, i ∈ Ck ∑
j∈Ck+1

pij = 1, (Cd = C0)

e d é o maior desses números. d é o peŕıodo da cadeia. Se

d = 1 a cadeia é chamada aperiódica.
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Estrutura da matriz de transição da cadeia periódica. Após uma

reordenação de estados:

P =




0 A0 0 0

0 0 A1 0

0 0 0 A2

A3 0 0 0




(d = 4)

Estacionariedade

Noção central de estabilidade

definição: Uma distribuição satisfazendo

πT = πTP

é chamada distribuição estacionária da matriz de transição

P . É equivalente as equações

π(i) =
∑
j∈E

π(j)pji, ∀i ∈ E

(eq. de balanço global).
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Exemplo 1 Passeio aleatório simétrico

π(i) =
1

2
π(i− 1) +

1

2
π(i + 1)

Dados π(0) e π(1), então

π(i) = π(0) + (π(1) − π(0))i

mas π não é distribuição!

Exemplo 2 P = I, matriz identidade. Então qualquer distribuição

q satisfaz a condição de estacionariedade.

Exemplo 3 Nascimento e Morte com barreiras com reflexão,

E = {1, 2, . . . , N},

P =




0 1 0

q1 r1 p1

q2 r2 p2

. . . . . . . . .

qN−1 rN−1 pN−1

0 1 0



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Exemplo 4 Nascimento e Morte com uma barreira em zero

com reflexão, E = {1, 2, . . .},

P =




0 1 0

q1 r1 p1

q2 r2 p2

. . . . . . . . .




com qi = q ≥ 0, ri = r ≥ 0 pi = p ≥ 0 e p + q + r = 1. Neste caso

existirá distribuição de equilı́brio se e somente se

p

q
< 1

exerćıcio Utilizando a função caracterı́stica para uma distribuição

de variável aleatória discreta

Ψx(z) = E[zX ] =
∞∑
k=0

P (X = k)zk

calcule o número médio da população do Exemplo 4 supondo

p/q < 1. Plote o número medio versus a razão p/q.
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Classificação de Estados

Para quaisquer estados i e j e X0(ω) = i, definimos

Tij(ω) = inf{k ∈ K : Xk(ω) = j}

Note que P (Tij = 1) = pij e P (Tij = k) =
∑

l �=j pilP (Tlj = k − 1).

Definições:

1) Um estado j é denominado recorrente, se P (Tjj < ∞) =

1.

Caso P (Tjj < ∞) < 1 o estado j é denominado transi-

ente.

2) As propriedades acima são propriedades de classe:

Teorema: Se i ↔ j então ambos são recorrentes ou am-

bos são transientes.

Conseqüência: CM com número de estados finitos → pelo

menos um estado deve ser recorrente.

3) Um estado recorrente j é denominado positivo se E[Tjj] <

∞ e nulo se E[Tjj] = ∞.

4) Observe que se j é positivo ⇒ j é recorrente

e se j é transiente ⇒ j é nulo.
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5) Um estado recorrente j é denominado periódico com perı́odo

δ se δ ≥ 2 é o menor inteiro para o qual P (∪∞
k=1{Tjj = kδ}) =

1. Caso δ = 1, j é chamado de aperiódico.

6) Um estado é chamado ergódico se é recorrente, não nulo

e aperiódico.

7) As propriedades acima são comuns a todos os estados de

uma classe comunicante.

Teorema Estado i ∈ E é recorrente, equivale a dizer
∞∑
n=1

pii(n) = ∞;

estado j é transiente, equivale a dizer
∞∑
n=1

pii(n) < ∞.

Exemplo Passeio aleatório unidimensional. pi,i+1 = p, pi,i−1 =

1 − p. Se p = 1
2 é recorrente, se p �= 1

2 é transiente.

Exemplo Nascimento e morte com barreira em zero.

Se p/q




< 1, a cadeia é irredut́ıvel, recorrente positiva;

> 1, a cadeia é irredut́ıvel, recorrente nula.
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Probabilidades Limites e Estacionariedade

Considere uma CM com distribuição inicial q. O vetor p é a

distribuição limite se

lim
k→∞

P (Xk = i) = pi, ∀i ∈ E e escolha q

Teorema: Para uma CM a distribuição limite existe com

pi = lim
k→∞

P (Xk = i) =
1

E[Tii]
> 0, ∀i ∈ E

se e somente se

(a) a matriz de transição P é irredutı́vel

(b) os estados são ergódicos

Teorema: Se P é irredutı́vel e existe uma distribuição esta-

cionária

π′ = π′P,
∑
i∈E

π(i) = 1

então todos estados são ergódicos e

lim
k→∞

P (Xk = i) = pi = π(i), ∀i ∈ E.


