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1 Introducao

Sistemas diamicos linearesa® aqueles descritos por eqdas diferenciais (ou a diferencas)
lineares. O termdinear refere-sea aplicabilidade ddé’rincipio da Superpos#p, isto &, se o
sinal de entrada;(t) produz como soll#p y;1(t) e se o sinal de entrada(t) produz como
solu@o y»(t), enfio o sinal de entradau; (t) + Buz(t) produzié a solu@o ay(t) + By2(t),
quaisquer que sejam os sinaigt) e ux(t) e os reaist e 3. A arélise e a Bitese de sistemas
lineares &o extremamente facilitadas devido a eéxigtia de solues andticas para equégs
diferenciais (ou a diferencas) lineares.

Entretanto, sistemas reai@sem geral &o-lineares, com comportamento mais complexo
gue o exibido pelos sistemas lineares. Sistendaslimeares & representados por eqoas
diferenciais (ou a diferencasjo-lineares e satisfazem o Prifjgio da Superposép. Quase
sempre estas equEs rao possuem soldes anaticas e frequentemenéepossvel obter ape-
nas estimativas ou soloes aproximadas das verdadeiras Sodsc
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Nesta expeéncia apresenta-se uma introda@o estudo qualitativo de eqdas diferenci-
ais rio-lineares, coranfase na alise de caracteticas importantes das eqoas de 2 ordem.

2 Considera®es Gerais

Um modelo mater@tico que descreve diversos sistemag-tineare€ a equa@o rao-linear
de 2 ordem, genericamente representada como

2
Gy = fO.y).u), t=0 (1)

sendo qué & o padmetro tempou(t) € a fun@o de entrada g(t) &€ a solugo da equ&ip ou
funcao de sala. Definindo

xi(t) = y(t) (2)
X(t) = y(t), (©))

a equago de 2 ordem (1) pode ser expressa como um sistema de duas égsiae ¥ ordem:

x(t) = X(t) (4)
X(t) = flat) (), u(t)), ()

Definindo os vetoreg ()" significatransposto dg-))

®]" (6)

X(t) = [Xu(t) x2
f(xa(t), xa(t),u(t)]", (7

f(x(®),ut)) = [xa(t)

obttm-se a seguinte equxdiferencial vetorial

x(t) = f(x(t),u(t)), t>0 8)

As variaveisx (t) e xo(t) sdo chamadasgariaveis de estade o vetorx(t), constitui o vetor
de estados do sistema.
A equa@o vetorial 8) pode ser generalizada da seguinte maneira:

x(t) =f(x(t),u(t)), t>0 9)
ondef(t) = [f1(t), f2(t),..., fa(t)] €
Xi(t) = fi(xa(t), x2(t), ..., Xn(t),us(t),u(t),...,um(t)), i=1,2,...,n (10)

Note que a generalizag (L0) permite que cada vavel de estads (t) seja fun@o do vetor de
variaveis de estade(t) = [x1(t),xx(t),...,%(t)]" e de um vetor de furiies de entrada(t) =
[up(t),ua(t),. .., um(t)]T.

Este tipo de representag sea utilizada na sdncia, no tratamento de sistema&on
lineares, para obte&o do equivalente linearizado. Os estados podem estaliads®direta-
mente a siaay(t) e suas derivadas, e neste caso cada elemento doxyBttem interpretago
fisica como pos#o, velocidade, etc.
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2.1 Exemplos
2.1.1 Fendulo Simples

Considere o movimento de unépdulo sujeito a atrito, mostrado na FiguraSejaM a massa
da esferaf o comprimento do fiog a acelerago da gravidade B o coeficiente de atrito. A
equa@o que descreve 0 movimento denpluloé

M¢%6+ B+ Mglsind =0 (11)

Figura 1: Bndulo sujeito a atrito.

e fazendo (t) = B(t) exp(t) = 6(t), obm-se erdio de (1),
x1(t) = Xoft) (12)
X2(t) = —bsinxi(t) —ax(t), (13)
comb=g/¢fea=B/({M).

2.1.2 Problema Predador-Presa

Numa determinada re@d e num dado instante de tentpxiste uma populd&px; (t) decoelhos
(presas) que se alimenta da vegatag uma popul&p x,(t) de raposas(predadores) que se
alimenta de coelhos. No intervalo de temftg a populaéo de coelhos sofre um &scimo
na formaax; (t)At, a > 0, devido a nascimentos e mortes naturais, e umédetno da forma
—cxg (t)xo(t)At, ¢ > 0, devido a mortes provocadas por raposas, proporcionaliaeno de
encontros entre coelhos e raposas. A vaddx; (t) da populago de coelhoé en&o dada por

Axy(t) = axy (t)At — oxq (t)xe(t)At (14)
e no limite quanddt — 0, obém-se
x1(t) = axg(t) —cxq(t)xa(t) (15)

Assuma que na aéscia de coelhos, a populag de raposas decrescente e que 0 cresci-
mento do amero de raposasproporcional aoimero de encontros com coelhos. A ev@log
temporal da popul@p de raposas pode @otser descrita analogamente por

X2(t) = —bxp(t) + dxq (t)x2(t) (16)
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comb>0ed> 0. As equages (L5) e (16) constituem o chamaddodelo de Volterrgpara
intera@o entre esgries. As constantesb, c e d dependem de fatores ambientais e das carac-
teristicas de reprod@p de predadores e presas. #oHinearidade do modelo vem do produto

X1 (t)x2(t).
2.1.3 Levitador Magnético

O levitador magatico com doidmas permanentes e duas bobinas que se encontra nlispon
no laborabrio € mostrado esquematicamente na Figlra

bobina 2

Y| e— diSCO 2

V1! et (lisCO 1

o bobina 1

Figura 2: Levitador Magético

O sistema& composto de duas bobinas que ao serem submetidas a coaketiteas, criam
campos maggticos que #o interagir com os campos dos respectivos discos atiegs perma-
nentes. Surgem assim forcas raeicas aplicadas sobre estes magnetos, gaenpvimera-los
de acordo com a correnteggllica que atravessa cada bobina. O sentido da correntedenboa
bina, bem como a polaridade de cada magnatnestabelecidos de forma a criar uma forca
mea@nica resultante sobre cada disco magneto que seja:

a) Repulsiva para o magneto inferior acionada pela bobieaianf

b) Atrativa para 0 magneto superior acionado pela bobinargup

Considere o movimento do disco magico inferior (magneto #1). Seja; a massa do
disco, c; 0 coeficiente de atrito g a acelerago da gravidade. A equag que descreve o
movimento do disc@:

MY1 + C1Y1 + Fmy, = Fuy, — Fu,y — Mg 17)
sendo
Fu,,: forca de interago magetica entre a bobina #1 e o disco #1,
Fu,,: forca de interago magetica entre a bobina #2 e o disco #1,
Fm,,: forca de interago magetica entre os discos.

Por simplicidade iremos considerar que o0 magneto supesidfigura2 est ausente, e a
corrente na bobina superiérnula, aplicando-se corrente somente na bobina inferaiifla
#1). Nessa situap tem-se que

Fmn,=Fu,, =0 (18)

e da equago (L7) tem-se
my1 + C1y1 = Fuy, — Mg (19)
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Da natureza da interag magetica entre o disco e a bobina #1 tem-se a seguinteaelac
gue expressa a forca em f@w;da corrente
i1

a(100y; + b)4 (20)

Fu =
Os paametros envolvidos no modelasapresentados na Tabéla

Tabela 1: Pametros do Levitador Maggtico: Disco #1.

| Pa@metro| Descrigo \ Valor |
my Massa do disco #1 0,118 (kg)
C1 Coeficiente de atrito do disco #1 1,45 (N.s/m)
a Coeficiente da forca magticaF,,, | 1,65x 10-% (Amp/N.cnf')
b Coeficiente da forca magticaF,,, 6,2 (cm)
i1 Corrente aplicada bobina #1 < 3,0 (A)

A equa@o diferencial vetorial em8] que estabelece a represediagle estados, pode ser
obtida escolhendo-se as \&areis do vetor como

X1=y1
X2=Y1

e a representap de estado s@idada na forma

x1 =f1(X,u) = x2

X—f(xu)——clx+ L
2T T T m amy(100y1 +b

ondeu = i;. A nao-linearidade do modef devida ao termo proporcionalinversa da quarta
potencia dey;.

o

2.1.4 Fendulo Invertido

O péndulo invertido com contrapeso que se encontra digpbno laborabrio & esquematizado
na Figuras.

O sistema consiste de uma haste pendular principal quadisoimente, e queasuporte a
uma haste deslizante. A haste deslizénéeionada por um sistema de correia e polia. O ajuste
do contrapeso permite deslocar o centro de masse&dduto, eventualmente localizando-o
abaixo do pivot do @ndulo. Quando o centro de massaédstalizado acima do pivot a haste
deslizante deve ser acionada de forma a manter cilkeqaitio sistema.

Os componentes d@pdulo com as grandezasitas associadas astdescritos na Tabeka
O movimento do pndulo invertidce descrito pelas equags

*

JX— J*X0% — 2mylox X0 + (Mplole — J)gserd + mylogxcosh = ;—F (21)
1

J 6+ 2myxx0 + My lox 82 — mplcgserd — mygxcosd = —(oF (22)
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Figura 3: Bndulo Invertido

Tabela 2: Componentes dé®dulo

| Pa@metro| Descrigo \ Valor |

M2 Massa do Contrapeso 1 (kg)
bop Distancia com sinal do centro de massa Ajustavel:

do Contrapeso ao Pivot -10,5a-14 (cm)
Mpo Massa da Haste Principal 0,785 (kg)
lco Distancia com sinal do centro de massa

da Haste Principal ao Pivot 0,071 (m)
Myo Massa da Haste Deslizante 0,103 (kg)
M1 Massa dos Pesos na Haste Deslizante 0,131 (kg)
lo Distancia com sinal da

Haste Deslizante ao Pivot 0,330 (m)
NF Momento de l@rcia do Rndulo

(sem haste deslizante e contrapeso)| 0,0246 (kg-m)

e 0S paametros presentes nas eqieg 1) e (22) sao expressos em termos dosgraetros na
Tabela2 como

My = Mo+ My (23)
My = Mpo + M2 (24)
le = (Mp2luz + m20£CO>/rnZ (25)

J= 35+ Maa(bu)? (26)
J* =I5+ Ml + mpp(bnz)? (27)

A equa@o diferencial vetorial em8] pode ser obtida, escolhendo-se para asavars do
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vetor de estadm as varaveiso, 6, X e X em ordem arbifaria. Por exemplo, adotando-se

x1:9
Xzze
X3 =X
X4 = X

as equages diferenciaisql) e (22) estabelecem a represeréiagna forma de estaddt) =
f(x(t),u(t)) com

x1 =f1(x,u) =x2
Xo = fa(X,Uu) :_Tl (2m1x2 X3 X4 + m1€OX§ X3 — MplcgSerks — Mypgxs CosXy + Eou)
X3 = f3(X,u) =x4
X4 = fa(x,u) :j—(J*x§X3 + 2MmyloXo XaXa — (Mplole — J)gsenx
— My /oQgX3 COSX] + m*lu)
eu=F.

3 Sistemas Aubnomos e Pontos de Equiibrio

Considere um sistema @micoautbnomodescrito por um conjunto de equiees diferenci-
ais do tipo
X(t) =f(x(t), x(t) €R" (28)

Note que para um vetor de entradé) € R™ dado, a equap @) fica com a forma da
equa@o (29).

Definicao 1 (Ponto de Equibrio) Diz-se que um vetoxe € R" &€ um ponto de equlrio do
sistema diamico aubnomo
X(t) = f(x(t)), x(t) €R" (29)

sef(xe) = 0.

Da Definig@o 1 conclui-se que s& & um ponto de equlbrio de 9) e x(t) uma soluéo
qualquer do sistema d@nomo, erfio X(tg) = Xe em algum instantéy implica quex(t) =
Xe, Vt > tg. Com relag@o aos Exemplos 1 e 2, observe que

1. Os pontos de eqiidrio do movimento do @ndulo §o dados poinrt,0), onden =
0,+£1,+2,...;
2. Os pontos de eqiidrio do Modelo de Volterrad@ (0,0) e (-, —).

Y

olo
ol
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4 Sistemas de 2 Ordem Autonomos: Plano de Estado/Fase
Um sistema de®ordem aubnomoé representado por duas eqbes diferenciais

xa(t) = fi(xa(t),x(t)) (30)
X(t) = fa(xi(t),x2(t)) (31)

O Plano de Estadé o plano bidimensional com eixo horizonkale eixo verticak,. Supo-
nha quexs (t) xo(t)], t > 0 & uma solugo do sistema. O §fico dexy (t) versusx(t) parat > 0
e chamado de trajetia no plano de estado do sistema. No caso particular em giséema de
23 ordemé representado pelas eqtias

Gt) = x(t) (32)
%) = foalt) () (33)

0 planox; x x2 € chamado d®lano de Fase A Figura4 mostra uma trajéria no plano de
estado comecgando no estaago, x20) emt = tp e passando paKi,Xef) emt = ts.

X2

(X10,X20)

(X1f,X2f)

0 X1

Figura 4: Trajebria no Plano de Fase.

5 Algumas No@es de Estabilidade

A teoria de controle indica que a estabilid@ema das mais importantes propriedades de um
sistema didamico. Considere um sistema que se encontra num ponto déeqgué suponha
gue ocorra um desvio do sistema em ratag posi@o de equibrio, provavelmente devido a
uma perturbago.

O ponto de equibrio & eshvel se o sistemaao se afastauito deste ponto para pequenos
desvios ocorridos em determinado instante de tetmpdl ém dissog necesario que os desvios
parat > ty sejam arbitrariamente pequenos, ao se fazer com que o danvie- ty seja arbi-
trariamente pequeno. Este concditibustrado por meio do movimento de uma massarest
Ssobre uma determinada supeié, quandds esh sujeita apenas a@o da gravidade. Asés
configura@es da Figur® mostram a esfera em diversas pdsig de equibrio.

No caso da situ@p (a), a massa oscilapermanentemente em torno de sua [@usige
equilibrio se for deslocada desta p@sice 1o houver atrito. A amplitude da oscitagdepen-
dera do deslocamento inicial e pode ser feita arbitrariamesg@@na se o deslocamento inicial
for tamkem arbitrariamente pequeno. Na sitBagb), a massa se encontra sobre um plano
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horizontal. Se a massa for deslocada, a nova posiea tamkem um ponto de equbrio e a
massa permane@nesta nova posap. Nas situaiges (a) e (b), os pontos de edjpilo cor-
respondentesi®estiveis O comportamento do sistema refereatgtua@o (c)é inteiramente
diferente. Por menor que seja o deslocamento realizaddee &se movea para longe do
ponto de equibrio. Diz-se neste caso que o ponto de éfiih € instavel

(b)

Figura 5: (a) Sistema Estel; (b) Sistema Eavel; (c) Sistema Inéiel

Considere agora a exésicia de atrito. Se na situag (a) a massa sofre um pequeno deslo-
camento de seu ponto de edjoiilo, enfio obém-se uma oscil@&p amortecida e a esfera retorna
a sua posigo de equibrio. Diz-se neste caso que o ponto de dftitd € assintoticamente
esfivel Na situa@o (b), a massaao retornaa sua posigo de equibrio ao ser deslocada e,
portanto, o ponto de eqilirio ndo & assintoticamente éstel. Em aplicages de controle de
sistemas, estabilidade as$iitaé quase sempre requerida.

Ao se introduzir os conceitos de estabilidade e de estabiicssiriitica, assume-se que
existe uma pequena régi em torno do ponto de edjlitio na qual estes conceitades\alidos.
Considere por exemplo as sit@@s mostradas na Figua

Figura 6: Doninios de Estabilidade
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O ponto de equibrio da mass& & esével nos tés casos (e assintoticamenteagst, se
existir atrito). No entanto, o deslocamento inicial perdaitde forma a obter-se um movimento
convergente para a poaig de equibrio & muito menor na situag (a) do que na situag (b).
Na situa@o (c), 0 moviment@ convergente qualquer que seja o deslocamento inicial.

A discus$o acima ilustra o conceito d®ninio de estabilidadeEste conceit@ fundamen-
tal em aplicades, pois Bo basta verificar se um ponto de ethrib & esavel no sentido descrito
anteriormenteE necesario analisar se o doimio de estabilidadé adequadas condiges de
opera@o do sistema.

Todos estes conceitos podem ser colocados matematicatnemesegue. Seja um ponto
de equilbrio do sistema

x(t) =f(x(t)), x(t) eR" (34)

e seja ainda aormadex(t), parat fixo, definida como

IX(®) ] = \/R) +3(t) + - +3()

Definicdo 2 (Estabilidade) Diz-se que o ponto de eduilo xe € eshvel se para cada> 0,
existed(g) > O tal que

IX(to) — Xe|| < 8(€) — ||X(t) —Xe|| <€, Vt>to

Definicdo 3 (Estabilidade Assiiditica) Diz-se que o ponto de edbifio Xe € assintoticamente
eshivel set eshvel e
Jim [jx(t) —xe|| =0

Observe que se a norma da diferer@g — x esé limitada por algum valor real ou tende
a 0 quandd — o, enfio 0 mesmo comportamento deve ser esperado de cada congdaent
vetor de estados. A Figurailustra os conceitos de estabilidade paga= 0. Observe que
sempreé posével assumir que o vetd € um ponto de equlbrio de 34) transladando-se as
coordenadas do sistema original de tal forma que o pontoulBla@p xe torne-se o vetod no
novo sistema de coordenadas. Especificamente; 8aim ponto de equbrio de @4), enfo
fazendo

z(t) = X(t) — Xe

ondex(t) & solu@o de 84), obEm-se eréo
2(t) = f(z(t) +Xe) (35)

e portantaz = 0 &€ um ponto de equlrio de @5).

6 Linearizagcao

Esta sego trata da lineariz&p de um sistemaao-linear em torno de seus pontos de éfrio.
O objetivo tasico desta linearizagé analisar o comportamento das trajets do sistemado-
linear atraes do estudo do sistema linear resultante. E€todo de aalise & muitoUtil e &
valido para uma grande classe de sisten@aslimeares.
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X2

\

(X120, X20) (@)

X1

[

(b)

Figura 7: (a) Assintoticamente Bskl; (b) Esavel; (c) Insavel

Seja erio o sistema a@ihomo de 2 ordem
() = fulalt),x() (36)
X(t) = fa(xa(t),%(t)) (37)

Suponha qué® = (0,0) & um ponto de equbrio deste sistema e qui e f, sao dife-
rencwveis numa vizinhanca de,0). Seja

of; . .
alj —a_xja I?J _1,2

Através da $rie de Tayloie possvel expandirf; e f, da seguinte maneira

fl(Xl('[),Xg('[)) = fl(O 0)—|—8.11X1(t)—|—8.12X2(t)+r1(X1(t),X2(t)) (38)
= apXa(t) +anaXe(t) +ra(Xa(t), x(t)) (39)
fa(xa(t),%2(t)) = agixa(t) +az2xa(t) +ra(Xxa(t), X2(t)) (40)

onder; erp sao os termos de ordem superior das respecti@asessde Taylor. Associado ao
sistema original, define-se o seguinte sistema linearizado

2(t) = anz(t)+an(t) (41)
() = anz(t)+axpzn(t) (42)

Note que(0,0) tamkemé um ponto de equlbrio do sistema linearizado, e asriaveisz; e
7, podem ser entendidas como aeis de desvio, na forngt) = X(t) — xe comxe = (0,0).

O método da linearizap € baseado no fato que na maioria dos casos, astiagido
sistema Ao-linear possuem, em uma vizinhanca adequada do ponigud#oBeo, as mesmas
caracteisticas qualitativas das trajgtas do sistema linearizado.
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7 Soluco Periodica e Ciclo Limite

Alguns sistemas adhomos possuem soldgs peddicas. Considere, por exemplo, o oscilador
harnmbnico descrito pelas equags

(t) = x(t), xi(0)=xo (43)
Xz(t) = —Xl(t), Xz(O):Xzo (44)
A solucdo deste sistenfadada por
xi(t) = Pocos(—t+qo) (45)
X2(t) = posin(—t+ @) (46)

onde

A 2 _ X20
Po = \/XIg+ X5, € (o= arctanx—
10

que a partir da sol@&p obtida,

2 2 2
X{(t) +x5(t) = pg, Wt
ou seja, as trajétias no plano de estadascircunfeéncias cujosaios dependem da condiQ

inicial (x10,X20). O plano de fase esinteiramente coberto por sofigs perddicas no sentido de
que dado um ponto arbitrio (X1, X2), pode-se e encontrar uma solaQ perodica passando

por (Xz,X2).
Considere agora o sistema de ediex;rao-lineares
Xa(t) = xe(t) +oaxe(t)(B? —xi(t) —x3(t)) (47)
Xot) = —xa(t)+axa(t)(B? — x5 (t) —x5(t)) (48)
Introduzindo coordenadas polares
p=1/X(t)+X5(t) e o= arctan—x2<t>
xa(t)
enfo o sistema anterior transforma-se em
p = ap(p®-p?) (49)
¢ = -1 (50)
Pode-se verificar que a solmde ¢9)-(50) € dada por
B
p = ——— (51)
1+ coe Pt
¢ = (-t (52)

ondecy = (B2/p3) — 1. Note que o sistemat§)-(50) tem somente uma solég perodica,
guandgpg = 3. Além disso, parpg # B, todas as soludies aproximam-se da solgperodica,
guandot — . Este exemplo difere do exemplo do oscilador Hamiwo simples, na medida
gue a solugo perodica no presente cagdsolada, ist@, existe uma vizinhanca da mesma que
nao coném solu@es perddicas.

Definicao 4 (Ciclo Limite) Um ciclo limite & qualquer solwio perbdica de
x(t) = fi(xa(t),x(t)) (53)
X(t) = falxu(t),x2(t)) (54)

Solug@es perbdicas esto sempre associadas a trajets fechadas do plano de estado.
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7.1 Fendulo Simples

Estudaremos ogndulo simples com amortecimento devido ao atrito. O mornimee um
péndulo amortecidé descrito pelas equaegs (2)-(13), ondeb=g// ea=B/(¢/M). Os pontos
de equilbrio de (L2)-(13) sdo dados pofnr,0), n=0,+1,+2,.... Linearizando em torno do
ponto de equibrio (0,0), obm-se o0 seguinte sistema linear

5(1('[) . 0 1 Xl(t)
5(2('[) | —b -a Xz(t)
Sex; =y entioxp =Yy e portanto o sistema linear pode ser reescrito na forma

y-+ay+by=0 (55)

A equa@o caractésticaé
A +al+b=0

SejaA = a? — 4b. A natureza das faes da equdm caractéstica depende do valor que
assume (note que> 0 eb > 0):

1. A > 0O: razes reais negativas, com sdhacna forma
y(t) = kpexp(Agt) + koexp(Azt); (56)

2. A < 0: rdizes complexas com parte real negativa, com galun@ forma

y(t) = exp(at)[Acoswt + Bsinut| (57)

Em qualquer dos casos o ponto de etpiib sef assintoticamente éstel. De fato, observe
que||x(t)|| — 0 quanda — «. Analogamente& pos$vel mostrar que os pontos de edjoiilo
da forma(nrt, 0), onden & par, 0 da mesma natureza (& 0). Considere agora os pontos de
equilibrio do tipo(nrt, 0), nimpar. Fazendo a transkg

x1(t) = nm+z(t) (58)
x(t) = 2(t) (59)
obttm-se de12)-(13),
zt) = z(t) (60)
2(t) = bsinz(t) —azn(t) (61)

e a linearizago de (2)-(13) em torno dg0,0) resulta em

z(t) | _ 10 1 ||zt
2(t) | b —a 2(t)
Para este sistem= a+ 4b, 0 que implica que uma raiz da eqéaccaractéstica sef

positiva. Portanto, em torno dos pontos de éhrit do tipo(ntt, 0), nimpar, a concl&oé que
o sistema12)-(13) é insavel.
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7.2 Problema Predador-Presa

O modelo mater@tico que descreve este problema, apresentado @@ Sgxdescrito por

x1(t) = ax(t) —cxq(t)xo(t) (62)
Xo(t) = —bxo(t) +dxq(t)xa(t) (63)

Considere o ponto de eqjltio (0,0). Linearizando em torno deste ponto, &tse
xt ] [a O xq(t)
%(t) | [0 —b ][ ()

Observe que surgem duas edqieg de ¥ ordem independentes:

x1(t) = ax(t) (64)

X(t) = —bx(t) (65)
0 que implica que a equag caractéstica associada tem comdzash; =a>0el, = —-b <O0.
E facil mostrar que neste caso o ponto de équd (0, 0) & insavel.

. L a
Considere agora o ponto de edjoilo (-, —). Fazendo

dc
M) = o+a (66)
Xel) = ~+2() (67)
obttm-se
at) = —a() - catz) (68)
Bt) = a0 +danz) (69)

e a linearizago de 68)-(69) em torno dg0,0) resulta em

. _be
EIEMEIED
C

A equa@o caractdstica associada a este sistema tem a forma
A2 +ab=0

que tem como sol@P Ao = +j+/ab. A parte real de\ & portanto nula e representa o caso
limite entre estabilidade e instabilidade. Levando ema&aouie o sistema foi linearizado, con-
clui-se que a deci® sobre a estabilidade ou instabilidade do ponto deibgoidepende dos
termos desprezados pela linear&acEntretanto, para este problema Predador-Fegemssvel
determinar a equag das trajétrias. De 62)-(63), obttm-se

% _ Xo(—b+4dxq)
dx;  xi(a—cx)
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ondedx; e dx; sao os diferenciais de; e x», respectivamente. Separando asaais

a—c —b+d
X2 X1
e integrando, vem
alnx, —cx = —binx; +dx; +C (70)

ondeC & uma constante de integéax; A equago (70) nao pode ser resolvida explicitamente
parax; como fun@o dex, ou vice-versa. Entretanto, o matatico italiano Volterra mostrou
gue para um valor fixo d€, o grafico de {0) & uma curva fechadai€lo limite) que engloba o

.. ba - .
ponto de equibrio (a, E) (Figura8). Deste modo, as populdgs de predadores e presast
variagdes @clicas em torno deste ponto.

X2

Figura 8: Aréllise do ponto de eqiidrio (b/d,a/c)
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Roteiro

Nota: Os smbolos@ , @ , @ e (S indicam a necessidade de prodagde um gafico,
desenvolvimento frico, diagrama simulink e script matlab, respectivamente

Parte A - Exercicios para o Fendulo Simples

Al Considere o movimento de ung@pdulo ro-amortecido descrito por

B(t) +asinf(t) =0, a= %

(a) Mostre que os pontos de edbiio Ao (n,0), n=0,£1,+2,... O ;

(b) Analise o sistema linearizado em torno do ponto de digiol (0,0). Mostre que
as trajebrias do sistema linearizado no Plano de Fase corresponadipsas(® .
Indique a dire@o das trajétrias elpticas;

(c) Mostre que em torno do ponto de edfuilo (11,0) o sistemee insavel D .

A2 Considere o modelo da@pdulo rao-amortecido. Simule o seu comportamer&o-finear
parag/¢ =1 @ e as seguintes condigs iniciais:

@ () () (d)
800 0 0 m
8(0) nm 10m T

10 17 5

Deve# ser produzida umanica figura com 4 g@ficos (usar comandsubplot) © .
Porque no caso (d) épdulo simulado maatn a condigo inicial, mesmo sendo o ponto
de equilbrio (11,0) instavel © ? Aumente o tempo de simulag e verifique o que ocorre.

A3 Repita a simula@o realizada em A2, itens (a) e (b), para o modelo linearidad@&ndulo
em torno do pont@0,0) @ . Compare o comportamento dos sistemés-linear e linea-
rizado, medindo a fredincia de oscilaéo. Discuta a validade das linearidas.(®

A4 Supondo agora que @pdulo esteja sujeito a um torque extefihaplicado ao pndulo,
a equago do movimento dogndulo passa a ser:

B(t) %serﬁ(t) —T)

Simule @ a situag@o quanddl & uma entrada impulsiva, supondo as codeginiciais
6(0) e 6(0) nulas, nos seguintes casos:

ATt) = 1.80).0 b)To(t) = 2 75(1)Q

Explique porque as respostas coincidem respectivameoite,asaquelas obtidas nos
casos (a) e (b)em AQ) .

Observa@o: No caso linear pode-se mostrar essa egéih analiticamente utilizando
a transformada de Laplace de uma faog(t)

@
dnt

dx—t

—_— J— _1 —_— e — —
}=8"L{x} —s"x(0) i ©

£{
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A5 Utilizando as repostas temporais obtidas no item A4 figeie se o Prinipio de Su-
perposi@o’ é valido para o pndulo. Conclua sobre a validade daondo Pringpio de
Superposigo para sistemasin-lineares?) .

Parte B - Simulacao do Fendulo Invertido

B1l Faca a simuldp do @ndulo invertido no SIMULINK/MATLAB utilizando as equaes
diferenciais Ao lineares em2(1)-(22), relacionando 0s pametros nestas equas aos
componentes dogmdulo por meio da Tabelae das expreges 3), (24), (25), (26) e
(27). Utilize g = 9,8 m/s’ e tome inicialmente i

lwp = —~14cmX(0) =X(0) =0,F =0,6(0) = ¢ e6(0) =0

Apresente um gfico que mostr@ x t (@ . O ponto de eqLiibrio xe = Xe = 6 = B =0
€ eshvel com o contrapeso nessa pasig¢ Explique(®

B2 Suponha que a haste deslizante esteja centrada na hasipghido @ndulo e bloqueada,
isto @ x = x = 0. Verifiqgue por meio das expréss @1)-(22) o que ocorre com a forca
F nesta situa@o (D . Introduza as modificéigs necessias na simulao do item B-1, e
proceda como indicado a seguir.

(a) Varie a posigo inicial®(0) na formate0=0.1:0.3:pi-.5 e observe como varia a
frequencia de oscilao (D apresente uma tabela),

(b) Varie a posigo do centro de massa varian@@ (centro de massa do contrapeso).
Com®8(0) = 11/8, utilize os valores

b.1) 1w2=-0.15, b.2)1w2=-0.30, b.3)1w2=-0.50 e b.4)1w2=-0.60

Meca a freqéncia de osciléo em cada caso simuladd (apresente uma tabela).

(c) Varie agora a pos#p do contrapeso, aproximando-o cada vez mais do pivot. Com
centro de massa do contrapeg@ > —0,15 m observe o comportamento e de-
termine por meio da simulag a posigo 4y, para a qual o ponto de equilibrio
Xe = Xe = Be = B = 0 passa a ser irstel (D) informe apenas o valor encontrado de

lwp)

Lvide o Roteiro da Expegincia 2.
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